Problème aux limites de Laplace — système de coordonnées paraboliques de révolution - 


Solution de l'équation de Laplace en coordonnées parabolique de révolution (u,v,Ë)_avec 
conditions aux limites Dirichlet, Neumann ou Robin par la méthode de séparation des variables 


Le système parabolique de révolution (u,v,«) (3D) est défini par le changement de variable : 


Xx = а uv Соѕ(ф) 
у=а uv Sin(@) 
u? =v? 
2 
avec  O<u,v<+x 0<@<2zx 


z=a 


où aest un facteur d'échelle 
ф l'angle de révolution du système de coordonnées 


Voici une illustration des trois iso-surfaces du système de coordonnées parabolique de révolution : 


En bleu, la surface u=Cste (paraboloïde de révolution), en rouge la surface v=Cste (paraboloide de 
révolution), et en vert la surface d'angle @=Cste (demi-plan contenant l'axe z). 


Problème aux limites de Laplace — système de coordonnées paraboliques de révolution - 


Vue en coupe des coordonnées paraboliques de révolution Lu , v, lorsque l'angle @=0 : 


x=auv y=0 z=a 


Typiquement nous recherchons la solution du problème aux limites intérieur en coordonnées 
parabolique de révolution sur un espace bornée dans les limites : 


иє[0,+=] ; vel0,+0] ; ee[02z] got nelu] ; velv.v;] ; esle.o.] 


Le Laplacien en coordonnées parabolique cylindrique 3D (u,v,z) s'écrit sous la forme : 


Aa d O T(u.v.@) , 1 дТ(ш,у,ф) Tvp) , 1OT(uuv.g) |, 1 O TQ v.g) 
ge v? du u ôu ду? v ôv 


2 uv? дф? 
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Le Jacobien en coordonnées paraboliques de révolution et la métrique sont : 


а а & 
2 e 7 vCos(p) uCos(È) - uv Sin(o) 
J=det Z Z Z lig det v Sin(p)  uSin(p) шу Соѕ(ф) |=-au v (u? +v?) 
Ou ôv дф 
êz ё ô p e i 
ди Ov дф 


ds? = (и? +v? Хаи? + ау?) + и?у?аф? 
Le problème de Laplace peut alors se formaliser de Іа façon suivante : 


2 2 2 
| | Tuv.) , 1 дТ(ш,у,ф) 0 шө), De, | TAO _ 0 


du? u ди ду? v ðv uv дф? 


= Soa (u,v, Фф) 


до 


(u,v,p)eQ de frontière дО, C.L. a TELE) + B Tv.) 
п 


Lorsque les conditions аих limites ne dépendent pas де l'angle de révolution, on réduit le systëme à 
2 dimensions (étude sur un paraboloide de révolution : 


1 [OT(u,v) 1 Tuv) , € T(u,v) 1 T(a,v) 
EEGs) 2 T + SE =0 
lu Lu Ou u ди ду v Ov 
(и,у)є О. de frontière 0Q 


= (У) 


OQ 


ÈL. ï Le +BT(u,v) 
n 


Le gradient dans ce système de coordonnées prenant la forme : 


Grad(T(u,v,@))= 1 - (are), (шө), ). 1 K: y. 


ш? +v ди ду uv дф 


Les conditions mixtes de Robin sur une iso-surface | u-Cste ou v=Cste (paraboloïdes de 
révolution), prennent alors la forme : 


Iso — surface u — Cste 


1 OT (U,V 
CL. a 2 2 е ) + BT(u,v) = Lotty) 
4H +V ди 


до 


Iso — surface v = Cste 


1  OT(u.v) 
и? +v? Ov 


C.L. 


+ BT(4,v) = eo 45V) 


[79] 


Problème aux limites de Laplace — système de coordonnées paraboliques de révolution - 


Singularité du système de coordonnées parabolique de révolution 2D et 3D et régularité du 
gradient 


Dans le cas ой le domaine d'étude de la solution de l'équation de Laplace comporte la valeur u=0 
ou v=0, alors le système de coordonnées parabolique de révolution comporte une singularité en 
H=0 ou v=0. Cela se traduit par l'annulation du Jacobien sur ces valeurs et la singularité 
"apparente" du Gradient de toute fonction solution de l'équation de Laplace. La solution doit donc 
neutraliser la singularité apparente du gradient en assurant une valeur bornée à ce dernier soit : 


(u,v.@) eO et (0,0, 9) e Q 
Grad{T(u,v,p))= 1 (2a, (Eure). ), 1 K y. 


үш? +v? ди v HV дф 


S 2 
G? = Grad(T(u,v,@)) = 1 OT(u,v,@p) (£n) А 1 (OT(u,v,Q) 
Vo p? +v? ди ду uv? дф 


Singularité du Jacobien J = ц? +у? =0 condition Grad(T (u,v,q)) reste bornée V u,v ,@ 


H=v=0 


Plus précisément 


2 2 
рси (fre) , EE диг 


ди ду "€ 
2 
Soit F^ (gea cH 
Ф u=v=0 


A deux dimensions (u,v ) 


2 2 
Soit С? = АСА (fun) œ Cste[u° +v?) 
ди ду 


H=v=0 


Par la suite on établit que la plupart des solutions des problèmes aux limites se développe en série 
de produits de fonctions de Bessel de la forme : 


rinvio) Ў (ну УНО) ou Tar) Ў lt, ET 


Sin(mq) Sin(mq) 


Problème aux limites de Laplace — système de coordonnées paraboliques de révolution - 


On doit donc étudier la singularité autour de l'origine : 


Développement autour de zéro de J, Иб ma l, v) 


_ (z< Df (z) I dE 1 Bl Bd T 
RER Zant r+ Du ا‎ brc D оси 


бын" 1 Un не Ga al НЕ Ba fu 
An Ge > Cen JE Leer) 7 = l = 
aJ, ea n, H SE e J (m + 2) Ju | (2-6. zn). e DU. =z m H MAy es 
= L Е 


is 


a. 2" (m +1) I(m1 2p +1) 
“ы. peli a cre 
AME es (ne ems] 
SS o. fia, al 27 


dv 
2 
GET, 


À 22 Ý 
vl m (д (m + 2)u T" 
Fei y im 2o) A(m +1) 4(m +1) 


T OTE бЫм mn) 


4(m +1) 4(m +1) 


{Guru Y, bh étt. („+ Y 
Posons rau |» С As) a| g "pum D) |+ A f- SCH | D a(m +1) | 


P(u,iu)=0 et P(u,-iu)=0=v=t+iu P(u,v)=0 polynôme 
3 Factorisation tq P(u,v) = (u + ivXu — iv)O(u,v) = (u? + v? O(u.v) polynôme en U,V 


m | 2(m- Dy 2(т-1) 
+ ses pte 2” e epu 
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Tentons d'utiliser le développement complet : 


EK MD ow) rai 
i 2) £ir(k c1 2 d 2) Thk +r -- 1k 2 Е 
л d (2) E (2k + r) (3) 
2] (Е +т +1) 2 dz 2\2 тти 2 
Ах H ned (—1)* Ann, H Ann, V E 1 Ann, V m 
À =| 7" 144 =| 7" SE 
Jun, #) | 2 E ne al 2 j Jan | 2 | == 2 J 
2k 


Ast u) 1 Ann, H d y» 1) (2k SS т) Am, n, H 
£xr(k-vcelk 2 


dl, (A, v.) m m 5 Ok +t) (Av 
dv 2672 FIr(k+r+1)k!\ 2 


2k ү 2k N? 
4 2(m-1) 2(m-1) (-D* Qk +r) Ann M Ш - Аһу 
ашый! (z (A v) _ ka e +00 +00 EDT 


=; T(k+T+ £x T(k +r +1)! 


2k M? 2k M? 
| Ze H Qk cl An^" 
at, ( SCH ع‎ T aar aG > T: 2 


€ < T(koc 1)! < r(k«c 1) 
1 2(m-1) 2(m-1) 
de = ғ: e 4 P(u,v) avec 


2k A? 2k 
Ass H n, H Am n v 
(— 1)“ (2k +z) ——— 
Š +00 2 +оо 2 
v 


EN T(k +r +1) £T(Kk +7 +1)! 


E 


dv 


+ 


P(u,v)= 


2 
P 2k Д 2k 
2E | Е 
5 +00 2 +00 2 
+ u?! > 


£= Г(к+т +1) > T(k +r +1) 


v = tiu => (v y* = CDi (и) et v°=-u > P(u,iu)=0 et P(u,-iu)=0 
P(u,v)=0 polynôme en U,V 


= 3 Factorisation tq P(u,v) = (и + ivXu — iv)O(u,v) = (и? 3262 ouv) polynóme 25 
À, 2(m-1) A т) 2(m-1) 
SE CH 2 t) (=) (и? +v’ nu) avec т>1 


ce qui démontre la première propriété. 
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Quant à la seconde propriété de régularité : 


2 
me ab dohi 


Par ailleurs | 
дф 


H=v=0 


2 2 
À vH 2m cow 2m( V. C PET 2k Ss l T 2k 
J À 1 À = m,n, m,n, m,n, m,n, 
А ma H) À 22) | 2 | | 2 | p Г(К+т+1)!\ 2 barn 2 
À ҮЙ 2т РЕ Cy dn Aa E 1 д VV 
= 2:2. т.п, m,n, 2(m-1), ,2(m-1) m,n, т.п, 
evt 2 | | 2 | ^^. El 2 | Ў r e 2 ) 


À 2m À 2m is ( D' D" 2к`\? е i А v 2k N? 
P ,V)= MEUM MES 2(m-1), , 2(m-1) = m,n, m,n, 
RE | 2 | | 2 | " T(r +I 2 Zentre 


ƏT(u,v,0)] 
дф 


Lim, ,, Q(u,v) = Cste > | oc u^ v? Cste 
v0 


u-v- 


On voit que la factorisation démontre la propriété recherchée pour la norme du gradient des 
solutions aux abords de l'origine. Le développement est également valide pour toute valeur de 
l'ordre des fonctions de Bessel, par exemple si l'on n'a qu'une section de paraboloide de révolution. 
Dans ce cas l'on écrira par exemple et la régularité du gradient est assuré pour tous les angles 
ouverts aigus de la section du paraboloide de révolution. 


1 à и 2(т—1) À e 2(т—1) T 
G? = шшш v Para ,V) avec т=п—>1 sid, sr 
A - | | É ) (u? +v? Quv) Я 


F = w'v'Qu.v) 


Pour les angles ouverts de la section du paraboloide de révolution supérieurs û r, on utilise le 
raisonnement du problème complémentaire. Appelons problème n°1, le problème sur le secteur 
d'angle obtus. Il y a existence et unicité de la solution du problème de Dirichlet intérieur construite 
par les fonctions de l'angle obtus. Cette solution s'étend mathématiquement û tout le paraboloide 
de révolution, donc sur les frontières du secteur d'angle aigu. Cela induit donc un problème aux 
limites de Dirichlet n°2 sur le secteur d'angle aigu. Ce dernier se construit également û l'aide des 
fonctions propres qui possêde la régularité du gradient requise sur le systëme de fonctions et 
valeurs propres . Et par existence et unicité de la solution, induise le respect de la régularité du 
gradient de la solution dans son domaine complémentaire qui doit être identique û la solution du 
problëme п°1. 
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II reste à démontrer que pour les valeurs m=0, alors les solutions de Bessel d'ordre O respectent 
également la condition de régularité du gradient : 


RPG] seme) zeg 32-20 
= Еве OE E OEE 
CE e G) ee) un 


no- asiya) = up 


Nx 
S 
p RENE A 
© 
= 


dI fA, A, V WS À 
de tc (Er 


k=0 


л — y sb ПЕ 24) = 


4и 


= + 
IM: 
eg 
>= — 
— 
N 
HET 
ez 
N | 
X 
Мыз "a 27 
`R 
N 


M RAE X 
BODIE рита x ) 1 


EEE E О 
Ë Sal 2 J JE 2 | | 


v = tiu => (v y* = (-D'(u)Y* et v^--u > P(u,iu)=0 et P(u,-iu)=0 
P(u,v)=0 polynôme en U,V 
=> 3 Factorisation tq P(u,v) = (u + iv Uu — iv)O(u,v) = (и? + v? JO(u.v) polynôme en U,V 


GP 


= G? = . +у?Ю(и,у) c.q. f d 


Ce qui démontre la propriété voulue. Pour ce qui est de la propriété : 


F? (green 


oc u^ v^ Cste 
дф 


u=v=0 


Problème aux limites de Laplace — système de coordonnées paraboliques de révolution - 


Les solutions de Bessel d'ordre zéro sont liées à des fonctions non dépendantes de l'angle azimutal 
OT(L.vV.P) _ 0 


et par définition on a donc : дф 


L'étude de réqularité du gradient pour les solutions du problème homogène en v est totalement 
апа!одие en substituant à chaque v par и et vice-versa. 


Problème aux limites de Laplace — système de coordonnées paraboliques de révolution - 
L'équation de Laplace dans le système de coordonnées parabolique de révolution est simplement séparable : 
T(u,v,@) =M(u)N(V)Y(@) АТ(и,у,ф)=0= 
[uros 1 а + ЭШ; =0 N"(v)+ Zum: Ë — а ко) =0 Ҹ"(ф)+о,Ф(ф) = 0 


еп posant les cas suivants 


Cas(1 «a, = q et a, = р? > 
2 


1 » . : 
noo 1 мч |а +2, мод -0— М(и)= AJ, (iq 1)+ B,Y,(iq u)= А„1„(а u)* B,K,(a u) 


N"(v)4 Lech -2 wo =0= N(v)=4,J,(gv)+B,Y,(qv) 
v v 


P" (p) p (p) = 0 = Y(p)= АСоз(рф)+ В Sin(po) 
Cas(2) а, = 4 eta,=-p' = 
1 ? | ; 
wat Ärer [e -2 Mw =0= М(и)= 4A, J (iq u)* B,Y, (iq u)= AL, (q u)+B,K, (au) 
1 p 
менме ero =0= N(v)= AJ, (av)* B,Y, (av) 
у у 
V"(9)— р?Ф(ф) = 0 => Ҹ(ф) = ACosh(pp)+ B Sinh(po)- Ce”? + De”? 
Саѕ(3) а, =4 et а, =0 Т(и,у,ф) ne dépend plus de o 


1 3 i A 
Matz М'и)-а M(u)=0=> М(и)= A„Jo(i q и)+ B„Y,(i q и)= A„I (q и)+ B,K,(q u) 


N"(v)+ LN'(v)+ gq N(v) 202 N(v)= A J (av) BY (qv) 
у 


Саѕ(4) a, =—q? et a, = р? = 
2 


меи 1 мчи (ай =. мо) =0= М(и)= A,J (q u)+ В„Ү (q ui) 


N"(v)4 l N'(v) [e + p. Jun =0= №) = AJ (iqv)* BY (iqv)- A, (qv) B,K,(av) 
v у 


Ф" (ф)+ р?Ч'(ф) = 0 = Ҹ(ф) = АСоз(рф)+ B Sin(po) 
Саѕ(5) а, =>-q' еа, =-p° > 


mosimosi +2 Mo =0= М(и)= A,J,,(q u)+ B,Y,,(q и) 


N"(v)+ Е N'(v) G КЕ A,I,,(qv)+B,K;„(qv) 
v v 


V"(9)— р?Ф(ф) = 0 => ¥(p) = ACosh(pp)+ B Sinh(po)- Ce”? + De”? 
Cas(6) T(u,v,p)ne dépend plus de p а, =—q et œ,=0 


M") + M'G + MG =0 => М(и)= А„Л(а u)+ B,Y,(q и) 


м"'у+М'ф)-а?*М)=0= №) = AJ qv) B,Y(iqv)= AA (qv) B,K,(qv) 
у 


Les derniers cas étant les suivants : 


Problème aux limites de Laplace — système de coordonnées paraboliques de révolution - 


Cas(7) œ, =0 et a, = p^ = 


2 


M (и) = A,Cosh(p Log(u))+ B„Sinh( p Log(u)) = 
moos Lu aas) 


С etos 0) ү p e gtog(u) =C u” +D и? 
u D u D 
N(v) = A,Cosh(p Log(v))+ B,Sinh(p Log(v))= 
=C yv? +ру? 
¥"(p)+ р?Ф(ф) =0 = ¥(p) = АСоз(рф)+ B Sin( po) 
Cas(8) а, =0etaœ,=-p" = 


мемо) NO) =0=| 
v v 


M"(u)+ мш) + MG) =0= М(и)= A,Cos(p Log(u))+ B,Sin(p Log(u)) 
N"(v)+ l ме) + P му) =0— N(v) = A,Cos(p Log(v))+ B,Sin(p Log (v )) 
v v 


V"(9)— p^W(p) = 0 = `Р(ф) = ACosh( p@)+ B Sinh(p@)= Ce"? + ре" 
Cas(9) а, = 0еі а, =0 


M" (u) + Ми) =0= M(u) = 4, + B„Log(u) 


N"(v)+ 1 (у) = 05 N(v)= A, +B,Log(v) 
v 


Y¥(p)= А+ Вф 
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Lentille parabolique ou paraboloïde de révolution plein fini de révolution soumis à des 


conditions aux limites indépendantes de l'angle azimutal 


Exemple : soit le problème sur un "rectangle" paraboloïdal de révolution (u у) == 10, д, |х BA 


dans lequel les conditions ne dépendent pas de l'angle azimutal sur le paraboloide de révolution. 
Ci-aprës une lentille paraboloide de révolution symétrique Ho Vo 


Deux paraboloides finis de révolution à gauche Ha << Vo, à droite "o 


Бону, 
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Le problème aux limites de l'équation de Laplace se présente comme suit : 
1 (GOTGQuv), l OT(u,v) | Ô*T(u,v) 1ôT(u,v) 
SE + + 7 = =0 
Ш +v Ou u ди ду v ду 
(u,v)eQ = |0, u,]x[0,v, | T(u,v) fini 


CL. oi T(V) o T(u,v)) ` =0=>a*t 029) + 6+ T(u,v)) =0 
0 дп 0 We 0 ди 0 _ 
o =o 
v OT (U,V z a, OT(u,v e 
SE ET ep 
дп v=vo yu +v ду 


v=vo 


La condition homogène étant dans la direction des coordonnées џ, il convient de prendre les 
solution séparées du cas п°4, soit : 


M (u) = 4,21, u)* B,Y,(2, и) 
N,(v) = A. (A, v) B,K (A, v) 
T(u,v) fini lorsque un 50-5 B,-0 
T(u,v) fini lorsque v0 B, = 0 


Cg CE в 


Ho ди Ho 


=0—4, fq a, ÀJ (À, HIELE JA. Lo) 


Lo 


H=Ho 
T(u,v) =Y. AJA, n) (A, v) 
п=1 
Normes des fonctions propres : 
Ho 


ДЕ + (М, wi) AE CAT) " (M, 23 


м, = [^ du uM, (u? = Е s С 
ï E 2 À 2 А 2 
Pé TAS = J (A, (> |M, Cu] - Ho (i n n) CA п Ho ) ) 


п 


Deux formes еп injectant l'équation transcendantale 


| i (Л, (2, Ho Jr [ + A ed | 


Même si la condition aux limites mixtes homogène est un artifice pour représenter les cas 
Neumann et Dirichlet en une seule formule, il est permis en revanche de prendre une condition aux 
limites mixte inhomogène stricte dans le système de coordonnées. Ce qui donne : 


(Au (uf = 


v 


vo ОТ(ш,у 7 
= fal) > ——— = La gr nau 
у= H TV ду 


Т 
a, С den = fig (u) 


Е À В’ T(u,v) 


v=vo 
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La prise en compte de cette condition aux limites conduit à l'élaboration des intégrales suivantes 
pour la détermination des coefficients du développement en série : 


2 2 Qv v, * Mb 
ш? +v 


= falu) et T(u v) = Y AJ, n) (А, v) 


n-l 


v=vo 


+00 KN z 
> S ASA, и) А, ——— 1,(1, v. )+ B», n(A, vo) = fsa (4) 


n-l ш? vl 
À, = l fa A, 4N ш? +V, Лаби) 
„== [аин _ 
IV. 9 (¿en (A, vo)+ H +Vo [M n(A, vo)) 


Dans ce problème il ne faut pas omettre les solutions de valeurs propres nulles, qui change de 
nature lorsque À,=0. Dans ce cas les fonctions solutions sont de la forme A+BLog(u) et C+DLog(v). 
Du fait des conditions de finitude en v=0 et u=0. La forme s'impose comme étant une constante 
tant en и que v, constante qui ne peut-être solution de l'équation de Laplace avec respect des 
conditions aux limites que si la condition aux limites homogènes en u est de Neumann. Dans ce 
cas : 


B = Wa 
ay, =l et Bi, =0 


M, (и) = Jo (4, u) À, tq Ji (4, u) = 0 


2( 7 (A 2 
DAME _ Ho ( de: Lo) 
Je 2 fa Jol, UNH? vo? foa Q0 

Lo” 0 2,1(2, Vo XJo (2, Ho y 
Mo(u)No(v)= 4 

2 Ho 
dg [du жш) 

Ho Vo O 
Si Bi, =0 À, est une constante quelconque puisque GE = Uer Tuv) =0 
H H=Hq di VEV0 


Pour fixer les idées prenons des conditions aux limites homogène et inhomogène de Dirichlet : 


= 1 [au AC u) u? ue fo) 
TAE 0 ( Mot) vlt Ju" +v. B; I(4, vo)) 


Ho V o ow H v 
y = Av, = 0 Bi, = B, =1> 4, 


Su 

US 

S мә 
EK 

— 


(p E Ho (J, (4, ш)) 
2 2 


М (u) = J (å, u) => |М„(и)| = 


Ho 


2 (du u J (A, и) uD n 
> A =— T(u,v)=Y AJ(Q,u) (A,v) A, tq JA, &)=0 
DORAN 2 ee? 
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Pour des conditions aux limites homogène et inhomogène de Neumann : 


Hu H v 1 n EEN u) V in tV Je (и) 
aj, = G, =1 Bi, = Pu, = 0> 4, = — > [аии 
IM, of: (а À, vo) J +v. B e (Avo ) 


M (11) =J (â, и)= M, GP = ^ H, ше) 


Ho 
2 (du u J (a, GN B? +v foo (u) 


>A = A, constante quelconque 
D LA, H, ) AAA vo) | 


T(u,v) = A, + 3 AJ, u)L A, v) 4, tq AJ (À, u,)=0 


n=1 


Pour des conditions aux limites homogène de Neumann et inhomogène de Dirichlet: 
a" =| fire EE 


m е 2, 1 [dun Lä? u) u vy fis) 
a, =0 В, =1 " |M, Dl 0 (%а ALA dei +v. BY (ам) 


м,ш)= д, (< [0 шў = اھ‎ 


Ho 


2 [du u J (2, u)fo (u) " 


А, = — 4 => |4 ea 
TUER ду RA (2, 0)) 1 o(4,v " Ho ) Е 


T(u,v) = 4, + AMO IN) A, m AJ (A, Ulf 


Si  fa(u)=T > [aun AA, u)oc Ho A (A, u,)=0=T(u,v) =T, 
0 


Et enfin pour des conditions aux limites homogène de Dirichlet et inhomogëne de Neumann: 


o. =0 ж =1 1 ^ J (A, u) u? +v, ==" 
=> А = š Í du u \ 
aL-l Bl- IMG ô ` (Aet Gu) ev B OL) 


2 À À 
M,(u)= 2,02, и)= |М „(и)| _ Ho Z Dä 


Ho 
2 | du u J (4, ии? Av fs (D m 


= À, =— Т(и,у)= Y. AA, Ш) (Ау) A, tq JA, m)=0 
И (Л (д, 2F AT, (a, v) > ШЖ 
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Exemple: soit le problème complémentaire homogène en coordonnées v et inhomogène en 
coordonnée u. Le problème aux limites de l'équation de Laplace se présente comme suit : 


1 |200, 1 OT(u,v) | *T(u,v) , 1 7 | o 


gx дуи? u ди ду? v 6v 
(u,v )e O = |0, и, ]x[0. v, | T(u,v) fini 


OT „V 1 ‚ ÔT ,V " 
CL. ar TAD gs qv) = fav) Ae LUY) 8" (uv) = аб) 
дп bp Ou _ 
0 H-Ho 
ol 
с TD Sa = gr Stall =0 
0 дп 0 Kä и? + v? ду 0 


V=Vo 
Les formules se déduisent facilement des formules précédentes раг la substitution entre џ et v. Ce 
qui donne immédiatement : 


M (u) = А1, u)* B K,(2,„ u) 
N,(v) = A,Jo( A, v)+ B,Y, (4, v) 


T(u,v) finilorsque u —0— B, =0 T(u,v) fini lorsque v >Ç 0= B, =0 T(u,v)= > A,I (2, u)J,(A„v) 


п=1 


v ÔT(u,v) 
Vo ду 


Normes des fonctions propres : 
ce | 
GE vY +(N, | 


In, w) = [^ av v м, и) = An) «Us vy) 
[ \ : - - 


CE. a + B, T(u,v) 


=0—4, tq a} A J (À, v,)- B; A, vo) 


VY 


Trois formes 


ve ban) + (Val vo) ) е бм Ti (Y) wu a, ler Y n) 


La prise en compte de la condition aux limites en v=v0 conduit à l'élaboration des intégrales 
suivantes pour la détermination des coefficients du développement en série : 


j +00 
Vis OO) оу PA. et Т(и,у)= У АА, ul Än 
Миг + ду Ho 


n-l 
N a, ҮТИК 
2 
IG $ => (аала, s) B Ju +v 1(2, po) 
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Pour fixer les idées prenons des conditions aux limites homogène et inhomogène de Dirichlet : 


n \ Lo +v (2, у) (у) 


1 
аһ =a =0 Ви = Ву =1= А„=——|4уу 
i i MOO) | (Aot, 1(2, 4) B, Vto +v LA m) 


N, ا(‎ È Vo (4, Ge Vo ) 


N,(v) = (A, v) | 


Vo 


2 [avv A. v); (v) m 
0 T(u,v)=> ALU, и) (Av) A, tq JA, v,)50 
тулы) eT Аи) A, ta Л) 


Pour des conditions aux limites homogène еї inhomogène de Neumann : 


Vo VE (2, 217 (v) 


1 
ai, =æ, =1 Bi, = В, =0> А, = dvv 
À i IN, w) | (¿en (A, DOEN Ju +v? 7, (2, 9) 


А, constante quelconque 


= Á = 


n 


2 € H 2 
М, (и) 2 4(A, v) |N,Q)| = Vo Cv) 


2 
2favv z (a vNu ev? a (V) V 
A = 2 T(u,v) = A LA, u JA UA À tq À J{(A =0 
— À, v. (J (A, v Y AL, no) (u,v) 4+), п ek „4) ck „У) n 14 À, Á п Lo) 


Pour des conditions aux limites inhomogène de Neumann et homogène de Dirichlet: 


ciel E ا‎ dn +° I (A, v) Y) 


= dvv 
a, =0 Ву =l IN. | (aan (a, Dt В}, dü +v? L ( 2, m) 


2 ^ H 2 
N,() = J, (A,v)> |А, eff = vo OQ) 


2 [avv A, vla v? fo) m 
`= 0 


T(u,v) =Q 41, u)JAA, v) A, tq JA, v,)20 
m im 251787 О ААЛА A a) 


Et enfin pour des conditions aux limites inhomogënes de Dirichlet er homogène de Neumann: 
«„=0 i=l f Ju +v J (A. у v 
Ho Ho |=4 1 [avv Ho 0) n Mal ) 


Geht À N o (A (2, o) B3, [ш +V? 1(2, 0)) 


2 É À à 
м v) Iv off A) 


= Á 


ET 


Vo 


2 [avv A (4, у) (у) 


2 "3 
= Á, = A, == | dvv fo (V) 
колы eter 


T(u v) de ЖУ A, и), tuy) А, а AA. ski 
n-l 


Vo 


Si fa (v) =T, > [avv J (Av) Ho КАКЕ $50 TOROS 
0 
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Problème de Dirichlet extérieur à la lentille parabolique ou paraboloïde plein fini de révolution 
soumis à des conditions aux limites indépendantes de l'angle azimutal. Relation d'unité pour le 
problème intérieur de Dirichlet 


Attention il s'agit pas de résoudre le problème extérieur électrostatique d'une lentille parabolique 
porté à un potentiel TO, car ici les conditions limites sont définies non seulement sur la lentille mais 
également sur les nappes paraboliques extérieures u=u0 et v-vO jusqu'à l'infini : 
1 É ‚1 Tv) ët. 1 и). 
и?+у?\ дш? ш ди ду? v ду 
(u,v)e Q = [uo.oo]x [vo v] T(u,v) fini C.L. T(u.v) - T(u,v)|,-,, = Г, 


D'après les résultats des exemples précédents il vient immédiatement Іа solution suivante du 


problème : 
+œ 1 as “|ы x. Z | SÉ km) 
X, tel que Jo(x„)=0 T(u,v)=2T,Y` 9 9⁄4 ` 0 


п=1 Xp (х„) «[ x, Vo J «[ x Ho 


n 
Ho Vo 


H=Ho 


Pour la relation d'unité pour le problème intérieur de Dirichlet, elle vient du problème aux limites 
qui a la solution triviale constante 1 : 


(uv)eQ=[0, uo]x[0vo] Tnv) fini CL. Tuv), =T =1 


и 


Сотте la solution est la suivante, il vient immédiatement la relation d'unité : 


+œ af H E d | ns Z Jf xZ | 
1 Ho Ho Vo Vo 
х, tel que JO(x,)= 0 T(u,v)=2 ; 7 ( ) + =1 vi 
п=1 Wd! n x Vo ) n| Xp Ho | 


uv) e [0, и, ]x[0,vo] 
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Exemple : problème aux limites de Dirichlet sur un paraboloïde de révolution infini, solution 
développée en série 


Le problème aux limites de l'équation de Laplace se présente comme suit : 


1 [ôO T(u,v) 1 0T(u,v) O T(u,v) 1 ÔT(u,v) 
2 2 T + g ` =0 
Ш +v du u ди ду v ду 
(u,v)eQ = [0, m ]x [0,0] T(u,v) fini 

C.L. T(u,v) 


m =T, Тоу) =0 
On va étudier deux problèmes dérivées de quelques résultats précédents, le premier est un 
problème intérieur : 
(u,v )e © = [0, и, ]x 0. v, ] 
C.L. Tu), =T,  T(uv) 
Et le second un problème extérieur : 
(u,v)eQ = [0, и, ]x[vo. œ] 
C.L. Т(р,у) u, =0 


_ int 
v=vo Vo 


(u) 


To, = fE) 
Le premier problème а la solution suivante, déjà évoquée dans се qui précède : 
Ho 
2 [du u J (A, и)" и) " 
=> A, = T(u,v)=2>2 dall, B) (Av) A, tq J, )=0 
n UG, RF v) PM и 
№ 1 ЈА, 
(du u J (â, u)- 73 aue ЖАГА w= Beh) 
0 n n 
" 2T, +00 
v (u) =T„ > А, = е 


2T, SS J (A, u) Mä 
= T(u,v) = 0 0 n 0 n 
À, Ho; (A, Ho (A, Vo) H, > AJ, ul E vo) 
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Le second problème, extérieur, possède le développement suivant qui se construit avec les secondes 
solutions de Bessel d'ordre O en v, soit : 


2 анил, u)f Qu) 


—A,- TQLv)- У AJ, и)к,(А,у) A, м Ant 
ШЕЛ) ГА ГУ 2, 4,10, IK, Ms o 
27, 25. de J (A, и) Ko(â,v) 
KW) =Т, => А, = ° —T(u,v)= —* SE 
R LA, (À, u, )K,( A, vo) Ho Ers J SES ш) K,(2, vo) 


Le troisième problème que l'on envisage est le suivant, possédant une solution triviale : 
(u,v)eQ = [0, и, ]x [0,00] 
CL. T(uv), „ =T,=>T(u,v)=T, V(uv)eQ =[0, n, |x [0,0] 


Revenons au problème de départ qui se décompose ainsi en deux sous-problèmes : 
О= [о, и, ]x [0,2] = QUQ, >Q, = [0, а, ]x[0. v, ] et ©, = [0, zu, ]х |у, œ] 


ТУЛ = Т.б) = 
То (uv), = Ta, V), 
Ces derniers sous-problèmes doivent assurer Іа continuité simple, ainsi дие Іа continuité de Іа 


dérivée première à la normale de la surface v=Cste. 


Le deuxième problème est un problème aux limites homogène et extérieur qui a la solution 
suivante : 


+00 B 
To (u,v)= ЈА ШК A A.V) A, tq \А„ш,)=0 avec. C, =2 < 
E ы Dt 


& BJ, u)K,( A, v) n 
T, (u,v)=2 "0л чаш A, tq JA 0 avec В, = |duyuJ, T. (и, 
EE EE 


Le premier problëme se décompose lui aussi en deux sous problëmes : 
(u,v )e Q, = D m [0,у, | 


TGV), =T, Табу) =Т 
EN 
bou. = fa Gov), =T, Ta (иу) =T, 
a (v) =0 Ta, (uv). m Ta Qv). - 


La décomposition de l'unité est gie avec une fonction limite du probléme de Dirichlet intérieur 
égale à 1, et sa valeur prise sur la surface v- vo: 


int ко J (2 u) 
отето) oA, 
j Ho > A„J (A, ul 


=Ho 


La solution du premier problème | Dec 


+00 


2 Set 
Ta (5v) 2 T, NY. NIE (Av) A, ta Al 


0 
— ras 


Ho 


o 


BUG, Ho) 1,( A, vo) 


>Á = 


n 
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Les condition de continuité sur la surface v= vo donne : 
Ta, (av). = Ta, Qv). 
2 < Jo (2, и) < 


>T, v» ALO rar) E 
° = A, J (À, Lo) 2 n al „ H) i n À > n (4, 4) | n jj 


2 
DT, —— +A hl, v) =C, K (A, v 
АА 35s) n Si п o) п NI п o) 


Il reste à établir la condition de continuité de la dérivée première, sachant que : 


1 дыш) _ 1 OT, (uv) 
Jh ew, 7۷ EL US ду T 
1 = dI (A 1 ак, А 
> 2 3 A,J (A, и) Al NY. CIA. и) d nv) 
JH +V, п=1 V v=vo H +Vo п=1 V у= 
AL (A, S А1,( À ) t dK (Av) = -A,K(A, v) 
d v 
|| vient : A,L(À, v, )= -C.K (2, Vo) 4 
Soit le système linéqire suivant sur les coefficients : 
Ty ——— 4,1 À,V =C K À,V 
; Hell, m d o) d ) 
AL ER vo) Sg -C K ( À vo) 
2 AL (A, vo )Ko( 2,7) 2 
=> 4,1 4, v =C. K À,V – Т, =—— n 0200» 02 р 
d o) d o) š Hd (À, m K(A, Va) Í nA, (A, Lo) 
2K,(1,v,) 
— A, =-T 1 п O 
° USA, JA, u, 1, (A, vo )K (2, viii, v, )K,( A, vo) 
=C 21,(4, vo) 


Ed DROE) Ho XL A, vo)K (4, vo )+ H(A, vo )K,( 4, vo) 
Ce qui donne pour le problème de cet exemple : 
1 Р Т(ш,у) | 1 ôT(u,v) | ST), 1 eru). 
n +v? ди? E ди ду? v ду 
(u,v)eQ = [0, п, |х [0,0] T(u,v) fini 
C.L. WIEN =, IEN =0 


La solution suivante : 
T(u, e А à : Mr jen DAD 


À J (à, nl 0 
du NL) ea EK LL 


(А, u) СЕС vo)-1 (4, v))+ 1, (2„vo)Ko(2„ vo) 
DE | 


2 
Ta (uv) = 2 (3:00 EA 


0 
2 £ el L(2,v )K,(A,v) 
(u vV) =T, 0 n t п'0 0 п 
“i re Ho) Qv, )K (А, vs) (A, ve EA A, vo) 
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Exemple : un autre probléme aux limites de Dirichlet sur un paraboloide de révolution infini, 
développement en série 


Le probléme aux limites de l'équation de Laplace se présente de maniére similaire au probléme 
précédent comme suit : 
1 [ƏT(u,) LOT(uv) Tuv) 1 T(a,v) 
2 2 + k; 2 + =0 
u +V Ou u ди ду v ду 


(le 70 = [0, и, |< [0,0] Tv) fini C.L. Tale, =0 Т.у) =T, Til, =0 


On décompose en trois sous-problëmes qui doivent respecter les conditions de continuité et de 
continuité de la dérivée première à la normale de la surface v=Cste. 
О = [0, u, Jx [0,0]= A, VQ, UQ, >Q, = [0, и, |x [0,v, ] ‚О, = [0, и, |< [av] ‚ О, = [0, и, xfv,,00] 


Tii AER =0 lee. Т(у) 0 
To, (u,v) DEU le То, (u,v) KEE To, (u,v) uco.u,] — To, (u,v) uel0, ao] 
1 oul _ 1 әу) 1 nT, (Wv) 
u? +v? ду [0,0] ш? +у? ду [0,0] ш? +v? ду chan 


E 1 OT, (и H v) 
ue[0,u,] 


JU +v? ду H 


Le troisième problème est un problème aux limites homogène et extérieur qui а la solution 
suivante : 


2 < DA. u)K,(,v) n 
To (u,v)= п 0а 00и А, tq J,(A,u,)=0 avec Р =|duuJ,(2, u)T, (u,v,) 
o, (5 V) n Kerg in Y K, (A, v.) q if uj) | HH a ul о, 2 
Le premier problème est un problème aux limites homogène et intérieur qui а la solution suivante : 
SE JY, u) CA, v) n 
T (u,v) = A لفل‎ À, tq ÄM. ц)=0 avec А, = |du uJ (A, ufa (u,v) 
dE EE KA аим 
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La décomposition de l'unité est obtenue avec une fonction limite du problème de Dirichlet intérieur 
égale à 1, et sa valeur prise sur la surface v= v; : 
in 2 c J (2, ui) 
f (u) =1> T(u,v.)=1=<> — 
Ho nai АЛ, (2, д) 
Іа solution du deuxième problème moyennant ипе décomposition intermédiaire pour revenir ип 


problème homogène, se pré sente comme suit : 


1(А„у) K,(4, v) 
2,2 J (A и) 2 E JD и) 1(А„у,) K,(1,v,) 
DEE xx ` 
Е à Ho Gre Ho) Ho > (A, 0)) Ka v5) EUX 2) 
I(À,vi) K,(2„v.) 


+ 2 Ус (À, и) É „۷) K,( V.) 
u, "s e CACH 0)) КЕЕ) 
AURA) Ko( 4,2) 


Ho Ho 


À, tq Ji (2, п) = 0 et В, = [au H Ji (2, M'A (и, V5) C, = J du H J SES DI (и, и) 
0 


Tous les coefficients An, Bn, С, et D, sont pris comme tels, des inconnus du probléme à résoudre. 
Les condition de continuité sur la surface v= v; donne : 


28 LA) 2 S Au) | A (À, и) 
zb т 2134, n) a 2 U (J (2, 0)) ду SEN (J, (2, 4) 
2 < J, (2, и) + 2 УВ, dal, и) _ 2 S D J, (2, и) 
° Ho n= À,J (A, m ду n=l LI (2, 0)) Hs 1 (Z (Q, 0)) 
À =C A. u, J (À, ДЫ, 
EN n 
D, - B, , Gell, во) 


A 


п 
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II reste à établir la condition de continuité de la dérivée première, sachant que : 


dl (A, v) ак,(2,у) 
ау 7 dv ne 
dl,(A,v) I (À, vi) K,(4„v.) 
E. DS ANI "La. ч. сур ы) 
4H +V, D Sp ` FALTA I (Avi) уи? v, цу n-l As ds) An и) 
n(A, ) K(2,v) 


|| 1  dK,(4,v) 
K(A, v;) dv 


V=V, | 


P5 =A, (4, v) et چ‎ А„К\(А„у) 
Hee PE SA) 
— (Жу) _ p L(À,vi) KA, v) +С 1(А,у) K,(4,v) 
| TER [а-аа (NA AA 
1(А„у,) K,(2„v.) L(4,v) K(4, v) 
De même : 
JA, и) 
B _ D x 
(J 1 (A, Ho ) 
ак (А, у) а,(А,у) dK,(2,v) 


uem 1 ie dv ум, 


D, — 
Тм? TO Кк Tram 2 | nv) ^ E) 


À 
di (Av). à (л) et ак (у) _ _4 K (v) 
dv dv 
an, Et) Pros Et) 
SAT) (av) _ p LU к.А, v.) +С КЕ K,(A,v:) 
" K(A,v;) [204-5 Ian. Séi 
Ь(А„у,) K(A,v) I(A,v4) K,(À, v2) 
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E | SA К | Sich 
4 (Му) _ р I(A,vi) K, (4,1) LC 1,(2А,у,) K,(4,v,) 
"I (А„у,) E SA [Кен ена) 
II vient LA, | 2 — | I. ? Pu 2 
ТАУ) RAA v 1,(2,v,) K;(4,v, 
-D (av) _ p Eemi aani) LC Bo Etat) 
"К(Җ„у›) [еы Ы) (NA EMI 
I (A, vi) К(А„у\) 1,(А,у,) Ko( 2,۷») 
Posons : 


A' 


A 
n = В'„= C", = 
I (A, vi) AA nou | 


Ь( А„у,) K,(1,v,) 


Alors le systëme linéaire se simplifie un peu... : 


I (A, vi) K,(A,v) 
I (A, v) Ko (2, v.) 


ш, (A, Ho Jr, 


мак) c, ( күл), 


1(А„у›) KA, v; 


D',= 
| K, (2, v>) 


Di к,(2 v,)= В É SEN v;) Ea aid | isa ul, 
Á Á i Lav) Ko( 4,۷) А, 
» (443). Kn) о, (alan) + KA) a, I(À,v,) 
(Av) К,(А, у) (Av) K, (4, 7») 
p, (aara), RA) o (atn, En) D? К\(А„у„) 
1(А„у,) К,(А, и) (Av) K, (4, vj) 
' С", (alan alan), U 
U = HJ. (4, Ll, )T, Í I (A, vi) TA. vj) Ko( 4, v,) 1,(2, и) 
А, ' H, ч» v;) К,(2А, 2 U 
D' = E + 
il vient : K,(2,v:) 1(4,v) K,(2„v) K Aiva) 
B' Prog e ا‎ к L(À,vi) Kn) ) L(A,vi) 
í L(A, vi) Ko( 4, vi) k K,( 2, Va) L(A, vi) Ko( 4,7») L(A, vi) 
B' Ac) К\(А„у›) Geen Ac, SA, K(2,v:) 
" L(À,vi) K, (2„v.) L (2, vi) " I,(2„v.) K,(4,v:) K,(4,v:) 


Résolvons ce système avec les coefficients B'n et C'n. Le 


déterminant s'écrit : 


E (4, Ze (2,v,) K.(2, el‏ ,سا ]م 


Gr) K.A, vi) SE 
(a,v 2 


EE 
1 


п п 


5 (L(A, v2 )Ko( A, vi) oL À, Va K. (A V3 


LA 
Die Ce 1,(4,У,)К, (А, v IX 
А | ; 


(2 SE v 


974 lä, v.) 


=Y: (ar), Sc 


I,(2„v.) Ko( 2,7») 
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La solution pour B'n et C'n a la forme : 


frm IER 
TN 
~man 
= с 
SIS 
E 
R 
<é = = 
№ | N< ÉL 
~ma 
hs lee 
ЕУ = Dei ха 
LR 
— F 
жы ерун ps 
+ > > 
Ài È É 
SR S =Á 
LL 
— om 
kel < 
S< h< 
ы с 
~ama 
FE EN 
>| < Së 
R 
cu IÒ 
d wu © 
عا کا چ ب‎ 
| 
ا‎ 
E 
са 


PE < 
SEES 
ITS 
= с 
>: | 
= = 
NI 
— — 
© © 
| 
~ama 
x= ` 
= = 
L< 
سد س‎ 
KF «у 
+ 
мр 
_ N 
> | > 
= = 
L 
— om 
= © 
мм 
KS 
ITS 
N N 
> > 
E x 
L< 
— 
_ o 
M | bei 
+ 
ERBEN 
~ma 
SCH 
< = SF 
LR 
М7 سا‎ 
_ o 
M x< 
+ 
ZV `> 
CH N 
xTcS 
E x 
L< 
— 
TR? 
Nr o 
ITS 
= > 
Е = 
<< 
س‎ М 
Ser? ED 


п 
Pins => 
ZA | 
хх 
сг (AA 
Ses 
“pash ees pos. 
N м t Le 
+ S= 5 
=a ха niim 
E E + 
WO у 
= >> 
= 
\ |R 
PSI — N 
X x KT Le 
E SA 
м м > | > 
= = 
IRIS 
— № м 
МУ МУ + 
_ KM | 
мм у 
+ = 8 
— RIR 
SENS 
ee 
< NTA A 
—| © x > 
< L vi 
— 
|м UN: 
> L >< `< 
E < A За 
RR > > 
` |` 2 = = 
H SIR 
Kate rh 
` ج‎ 
күш. d 
e e KE M 
سا س‎ 
lr 
L 1 


T | 
SE 
سے‎ > 
сч сї 
a Si A |A 
RIR al N 
VB Е S 
X |M < R 
+ M S 
e CH 
> > + 
< R Il a 
—— > ج‎ 
- KP M E 
>= ei 
qc bai ч 
> >. ` ر‎ 
vi «ә —— 
= С > = 
` 2 < 
x x |é 
< x| M М 
e 
SS 
- һо 73 
+ > > 
À == == < 
7 z = МУ Мм 
> L| 
= = 
A "e pw 
мм х) х 
+ == 
sns учы CS 2 
= = © 
= r КА © 
RIR el — 
cl | >| > 
T RL EN EE 
` ساس‎ 
S с LI 
MM = 
ی ر‎ = 
мм 
L 1 


Ker | 
E 
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Pour les coefficients An et Dn, cela donne : 


DU, vi) KU и) 


1 


' 
С", 


А, 


+ 


LA, v, )K,( 4, и) 
1 v.)K,( 2, v) 


H v. )K.(2, vi) 
L(A, H )K,(2, 2 


n(A, vi) Ky(À,vi) 
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Ce qui donne finalement : 


| 


K,(2,v;) 1(А4„у,) K.( 4, vi) 
Ko( A, у) (2, v.) Ki(4,v) 


L(A, у) K,(2, v.) 


K (2, v.) IL Агу) 
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La première forme de la solution se présente comme suit : 
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Que nous allons tenter de simplifier, si cela est possible : 
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Paraboloïde plein fini de révolution soumis à des conditions aux limites dépendantes de l'angle 
azimutal 


Exemple : on revient maintenant à un problème à trois dimensions, sur un paraboloïde de 
révolution plein (u,v.@)e © = [0, и, |x [0,v, |x [0,27 ] dans lequel les conditions dépendent 
maintenant de l'angle azimutal sur le paraboloide de révolution : 
1 [OT(u,v,2) 1 OT(u,v,p) Tuvo) , 1 óT(u,v,@) 1 OT(uv.o) 
241.9 2 + + + t3 2 =0 
Hu Lu uv дф 


ди 7 Ou ду? v ду 
(uv. e)eQ =[0, 4, ]x[0,v,]x [0.27] T(u.v.@) fini 
Cas envisagés : Dirichlet ou Neumann => a, € {0,1} е {0,1} а, € {0,1} Bi, € {0,1} 


OT(UY,P) py o. OT(u,v,@) 
CL. ai UT вату) =) э т ВА Tv, e) = Sa (оф) 
n H=Ho Ho +у H We 
‚ ÔT(U.Y.O) «us o. OT(a,v,Q) pv 
A, +B, T(u,v,g) = fa Up) > === +B„ T(u.v.@)) = f, (uP) 
ôn v=vo H +V, ду 


V=Vo 
Problème que l'on sépare comme à l'habitude en deux sous-problèmes avec d'abord les conditions 
homogènes dans la direction и: 


1 (OT, (uvo) 1 OT, uvo) | QT. (uve) 10T, (шуф) | 1 GT. (u,v,Q) 25 
u? +v? ди? H ди ду? v Ov wv? дф? 
(uv ole Q = |0, и, |х [0,v, |х |0,25] T(uv.o) fini 
a" OT, (U,V, 
CL. — 20 + T (v.e) =0 
Ho TH =a H=Ho 
o OL (HV) oy 
= = — +B; T (v.o) = f, sg) 
4u +V, ду - 
Et celui homogéne dans la direction v : 
1 (0°, (и,у,ф) 1 OT, (vol | OT, (ш,у,ф) | 10T, (1۷,0) 1 OT, (ш,у,ф) 
2 2 2 + + 2 + +5 2 =0 
u +v ди H ди ду v Ov u v дф 


(u,v.@) Q = [0, u ]x [0,v,]x [0.27] Т(и,у,ф) fini 


a” OT, (u,v, 
C.L. Ho Vo Lu p) E H 


T, GeV.) 
үш. tv ди | 


a, OT, (u,v,@) 
0 0 + 


B; T, (u,v,@) 
Ju +v, ду 


= fu, VP) 


H=Ho 


=0 


v=vo 
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Prenons les deux problèmes, la représentation sous forme de séries des solutions, compte tenu de 
la finitude de la solution est facile à obtenir : 


T (u,v.@) = Y NS (2, ma ( Amn v (A, „Cos(me) + B, ,Sin(mq)) 


т=0 п=1 


T, (uv) = УУМ, (А, u), CA, v А„„Соз(то)+ B, „Sin(mo)) 


т=0 п=1 


Comme d'habitude on introduit les symétries de révolution sur l'angle azimutal $, liées à une 
décomposition en 8 termes (2x4) des deux fonctions limites : 


= T(u,v.@) - T, (u,v,0)+ T, (u,v,@) 


Propriétés de symétrie Symbole de Fonctions propres utilisées dans le 

symétrie cas d'un solide de révolution 
complète en angle « creux ou plein 

f, (u.@)= f (lT =P) et f, üng)- f, (p) Y+,X+ Cos(2mq) 

Su (V.O) =f, (v.t -@) et f, (уф) = f, (7:70) 

fap) = f (n-p) et f. (1m.o)=-f„(u.-0) |Ү+,Х- 5їп((2т +1)р) 

f (V.@) = f, V-O) et f,(v,p)=-f, (У,-ф) 

Lëltz et f.(u,0)= f, (u0) Y-X+ Cos((2m +1)p) 

fa (V.O) =-f„ VT) et f, (v.@)=f„, (V. -@) 

f, (u.@)=-f, (u.a =P) et f, (uo) =}, (u. 0) Y-,X- $їп(2тф) 

f .G.0)=-f.,(V,z-@) et f, (Vv.@)=-Jf„,(V.-@P) 


Les décompositions par symétrie sont : 
fus) = Ў, ух) + va x (59) * f, y- x. 509) + fiiy y (n0) sachant que f, (u,9) = f, (u,2z +@) 


_ f, eo) f, (un -9) f, (u. -@)+f, (9-7) 


ER (4,9) 4 
5 Jy, (U.P) + S, (u,z -@) =J, (u,—@)— f, (4, — 7) 

Je 59) = E 
_ fue). (4,7 -@)+ f, (u.—9) — fy, (4,9 —z) 

Vo Y- X4 (и,ф)= 7 
T. E (и,ф) =T. (u, T —p)- Jus (4,79) + T (u, - T) 

Joy- x (9) = 4 


fu (Ф) = fy. VOF fuu yi (V,0)+ Suo y- x (0) +7, yc x-(V.0), sachant que f, (v.@) = f,,(v,2z + 9) 
Jl f, (v.m -9)* f, (Уф) + fa, (v.e — Z) 


f asa (v,@) = 4 
L(0+f,(57-09)-f,0V-0)-f,(V.0-7) 
Je VO) 2 
f 0.9) f, (s 9) f бф) ES 
In x+ (V, @) = 4 


Jy, VO) -Sn VTP) -Sna VP) +], (vo n) 
4 


Suay- x-0) = 
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On rappelle que les normes des fonctions de Bessel d'ordre m se calculent ainsi : 
Mis (и) J, (en) мб) Aa uo) 


(бв) een o] 


CHE E 


AE? "ug me lo EV 


2 


|м, = 
Autre formule 


no (esto) И AC) 


lu mn 2 - ; 
vete o. sollen] 
E Lo, Vo 
м = ; | 


Autre formule 


vo? (7 (a vo) Jar (2,0 nVo )J na (Am Vo ) 
2 


л 
2 
2 
mo echt, Ma? eve? [ао Уух, QU o) Cosmo) 
4 | u 2 
' 2 
0 (ai, Au. n Dm (u^ vs LJ *VQ И 1, [5 Vo ) 


2 
Ni.) = 


Ato Y+,X+ = 
j 2 
л (1 +Ô 2m,0 ICH (ul 
Т; 
2 
2 À 
m ан а HN 12 ev? [do $. Qs Sin(am + 1)) 
4 [au H 0 
ECH 0 EI А59 1а Гот M: (ass ml „Vo n 1 u? + vo Vo ОК, mu, Е Vo ) 
An ‚п 
LEN ut 
2 
Wa? tvo? 
Lo Dal SER ‚п H u? + Vo rmi f yx (и, @)Cos((2m T 1)р) 
4 (du u 0 
Ken 0 (a; Uy, KEN „Тота (us 2m4l „nY vo) V u? +v Vo е RD E L Аты, n Vo ) 
A Gate La = 
n |M #2 „| 
2 
2 Я 
s Jon Lo. и)? +Vo je Jeu Qo @)Sin(2m@) 
4 k 7 
YX (a ау А50, slo (us. nVo S du" Ce Vo ANE ECH nV 2) 
4, 0> К Fa 


T |м LN 
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Le système de fonctions propres et les intégrales des coefficients des développements en série 
pour les solutions homogènes en L : 


ми) = (eu, al ME, CD = lu tut) Sale (one, н) =" J (ur, л) 
Ann tq e " D J Jan y uus шой nd m-i ТҮ? ) = шей, J m (azo. uo) 
Aach its et Sale 

0 
NRO) =) Мб) = utu e „Im fav), у) 
Amn tq dy, (m J m (ave „vo)=v Vot nI m- ( sa Уо )- шоу, J, КЕЗ 


An nT m | (ave, Ho ) = Mn nT m-1 (ave, Ho jm KS I, (ave, Ho ) 
0 


lu nA 2 - 
2 


„жы, hu mfi- e] 


2 


2 
Ng, = 


T 


2 
"s Jom (a, H Nu? +v [do Jun, xs (1, e)Cos(2mg) 
4 (du 7 0 
0 С 3n 2m (us „vo )+ V ш? +Vo” By, Dm (а, Vo ) 


Ato Y tX 
n,n > 
D +Ô2m o) $ (| 
mc 
Mese 
Ho Жый 59 ein HN H niyy N? tvo? fao Л Y+, х-(и,ф)5їп((2т +1)р) 
4 (du H 0 
p 0 c ои Dna M (м 2m+1, ЖЫ df zuel u’ +Vo dd QUEM 2) 
2т+ 
л Pas 7 
mer 
Mg daa mn АМА tvg Mie tvo? fao d ces x, (ut, @)Cos((2m +1)ю) 
4 [au и 0 
Ug, Y-,X+ 0 E Абы Jil Mi (м 2т+1,‚п vole dei +Vo 28У ` Lam (A А0 SEN v) 
As F = 
л Bas OI 
2 
Ho Jom (ue, H Nu? Bye [а Л, y-x- Qo 9)Sin2mg) 
4 fau H 0 
Ho YX ° (a ton (sv + D +o By, ECH D 
SE G ` 


2 
z |M 0) 
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Les intégrales de la solution homogène en v, et la solution générale sous la forme de 8 
développements en série : 


. AEN | de f, y. xs (v,0)Cos(2mg) 
4| dvv 


0 СИРТ ). V Lo” EV GL Dm (ag, n Ho J 


Aro E 
m,n 2 
7 (1+ ô amo їз „б | 
m 
2 
Vo Js [th CH ‚п „Ма +у? [а S uz: Y+,X- (v, ф)5їп((2т + 1)р) 
4 | dvv 0 
0 E Lo „Гота (EEN In V цу T v? Bh Lima (25, Ho ) 
£ 5 
NM 
m 
2 
Vo J amy (Ae Аат, п vNu? +v? [а Paye „X+ (v, ф)Соз((2т + 1)p) 
4 | dvv 0 
0 (ад 2m+1,nT2m+t ` (as mt, Ho |+ V Ho +v? Bi, Dna (Loh, Ho ) 
As = 5 
cl п nl 
T 
2 
qo Jav)? e? fdo fur- (v.0)Sin(2m9) 
4 | dvv 0 
Ee 0 С алй ala ЖОО EK Sg as) 
092 7» 
2m,n 
SCH) 
+оо +оо 
Tivo) = УУ А CN Pos mo) + 
=0 n=1 
+0 +оо Gs 
КА > > 2 E Jom (us na (as. DEEN * 1)р)+ 
=0 n=1 
Kë У У P а ‚п ын D п na Lon, п v Jcos(( (от + р) + 333 d Jam (ae, na Lon, п v Jsin2mo) + 
m=0 n=1 т=1 EA 
+оо +œ +оо +оо 
DEE ETC a s ras svn om + 1)0)+ 
т=0 п=1 т=0 п=1 
+00 +00 +00 +00 
УУ A nus ny vos o) УУ AYE ns e ras C „у Sin (2m) 


m=0 п=1 m-ln-l 
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Dans ce problème il ne faut pas omettre les solutions de valeurs propres nulles. Lorsque la fonction 
propre azimutale est de valeur propre nulle, soit une constante, alors les solutions en p et v sont 
des fonctions de Bessel et Bessel modifiées d'ordre zéro. Elles ne changent pas de nature 
fondamentalement et elles sont aussi prises en considération dans la sommation de la série. Le 
seul cas oü la solution de valeur propre nulle change de nature est lorsque 


т=0 et M0, =0 ou m=0 et А, =0 


Et dans ce cas nous avons vu que les fonctions solutions sont de la forme A*BLog(pu) et C+DLog(v). 
Du fait des conditions de finitude en v=0 et u=0, la forme s'impose comme étant une constante 
tant en p que v, constante qui ne peut-étre solution de l'équation de Laplace avec respect des 
conditions aux limites que si la condition aux limites homogénes en p est de Neumann. Dans ce 
Cas : 


Problème homogène en и 
aj =1 et Bi =0 


4 = "LA аф f, (4,9) 
Ho TT 
OT OT 
Si PB; =0 À, est une constante quelconque puisque ОРОВУ) =0 et EE =0 
| ôu H=Ho ду Fake 
Problème homogène en v 
a, =l et В; =0 
4, = ele faos, v.o) 
vo u T 0 
T T 
Si Ви =0 Æ est une constante quelconque puisque 2 UU = 0 et 2 em =0 
H H=Ho Y Weer 
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Pour la solution du problème homogène de Neumann en L, il vient : 


AEE Ge ү 


m,n 


ab =1 Ви =0 Маи) =J (u) Ao. а Shack Must = ; 


Ma Q0 = m (bga н), н) 2t ro) tutu) Z (Aia vo) 


m,n 
0 
Lo RP m la? tv? 
8 LT 
0 (a: w ost. n NT nY 0 n V и? +vo? A Dm ER Vo ) 


do pri (и, p)Cos(2m Q) 


een 


Ау = en IL f, (1.9) anser я 
i Ws n (1+ô Jul (Ath )/ E 
2m,0 m Jam 2m,n Ho (ar y 2 
m,n Ho 
T 
2 
Lo Jami (A2 А, п HN H ? + vg? [do hors (и, ф)5їп((2т + 1)р) 
8 bu u 0 
YR 0 E Lou „Гота (ae ml, nV vo)+ du" tv) Vo EE Азта, n Vo ) 
A dA n S 
2т+1 
7 Ho ed „Ho ya . 
Ата п шо" 
A 
„ЕУ ОЕТ | de fy, y x (1.9) Cos((2m +1)р) 
dE u 9 
"m 0 (ar, Азы, non Mi (us 2m+1,nV 0 n du" tv Bu, Rade Vo ) 
ARN, n = 
(2 +1 
7 Ho Hs 88 „Ho )/ 1- m “ ARE 
2m+1,n Ж 
ES 
2 
а It UN e? [do fac Qin mo) 
8 (du 7 
vY- X- 0 (а AY: „Гот А (aeo 2m „уо)+ du + 9 Lm 222, „v ;) 
Amon à 
4 
пу (Ja, sun) Į- Z P 
| "T" Ho 
+00 +оо 
Tv.) = Ay + D Y AI s (24. n a), (ts n v Cosmo) + 
m=0 п=1 
+00 +œ xig d 
+ Kä > Абул dt DM 7 (ae, vJsin((om +1)р)+ 
m=0 n=1 
+оо +œ +09 e 
ЕД > Y AXE m Lo na Län, п ‚|Соз((2т + 1)р)+ +Y Y dos II п ah, G2 Ат, п v ]Sin(2m9) 
m=0 п=1 т=1 n=1 


Cas particuliers si Bi, =0 = 4, constante quelconque 
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Pour la solution du problème homogène de Neumann en v, il vient : 
v v 
a, =1 Lu, =0 


vo? (su "ul beo 


-o An, 5 Ae Jm (A2 vo )=0 jns ; 


Niye (V) = Jg- Juan, v) aun, v) SE, (ave „u, )= ECH (ave, ho}, (a, uo) 


з [avv 


0 С 5 ER nT2m A (a йк dn +v? BE bs. all 


7 (1+ ên o Yo? Un, will Eh 


2 
Jas Man! v? fao fases (Cosmo) 
0 


4 = d dvv | def, (v9) А = 
Vo 7. „7 ; 


dp Rita (v, o)Sin((2m + 1)р) 


— à 


) ESCHER 
vo Joss Ho +V 
8 [avv Ü 

0 («assu a gege? +v "Bt E Атып nl 


ы = 
2т+1) 
É LS ОКЕ, 1- EE 
IER m 
Ж 
2 
Vo Joss Аы, п „Маг +v? [der J Ho,Y-,X+ (v, p)Cos((2m + 1) 
8 | dvv 0 
а 0 (a! ^ Aon, sl äi A (aw 2т+1 ilea +y MU la Атап Ho ) 
omen = 
(2 Z 
vo? (Жыз "—— аа E 
А +, „) 
T 
2 
Vo Jon IEN Y М Ho? sb v? [de S ug, Y-,x- (v, p}Sin(2mp) 
в[ауу 0 
0 (a! ү EN alam V (aw 2m PAn цу +v? BE EUM nl 
pee | 
4m? 
- Ux Qv) l= су 
IEN m 
+оо +оо 
Т(и,у,ф) = 40 + Y Y arn (ae Азу, п a) E Ат v cosmo) * 
т=0 п=1 
+оо +œ 
+ >> > ALE Tori le, DNA Lo. vJsin((2m + 1)р)+ 
т=0 n=1 
+оо +œ +a oo 
ЕЗ 2: SS SE к Du |. m Lo. ‚Соз((2т + 1)р)+ ph Kä SE Tom (aw 2m,n ulha (4; Ат, п v Sin(2m) 
m=0 n=1 т=1 n=1 


Cas particuliers si re = 0 => 4, constante quelconque 
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Exemple : Paraboloide de révolution plein (uv. p)e Q = [0, и, |10,7, Jx [0,27] aux conditions aux 
limites de Dirichlet, homogènes et inhomogènes 


On va simplifier le résultat en se plaçant systématiquement avec des conditions aux limites de 
Dirichlet, homogènes et inhomogènes : 
DEET NEE 


т,п m,n 


(J т+1 D? Ho y 


2 


ME (и) AAR, и) AA s A dë, e e ts д) мео = Za 


bx 2 
mel) ze teal) e السا‎ 


m,n m,n 


л 
Ho 2 
в f au Jan t, n) do fase Ш,ф)Соз От) 
dy, = 0 ° 
> 2 
T Ho (1 +Ô2m,0 YJ amei Lal Tom (a, vo) 
E 
Ho 2 
8 fau H Jams DE „ү аф f, y. x Qt, @)Sin((2m +1)p) 
AID => 0 0 
m+l,n 2 2 
7 Ho Uu Li. ) Da (un vo) 
T 
Ho 2 
8 fau i salas DI аф f, y xx (u 9)Cos((2m +1)р) 
Ago ^+ d 0 0 
2m+1,n Ti ( "m ) | SS ) 
T Hy Maa? Ao mto La Amel Vo 
T 
Ho 2 
в [auus ets, un) de f (u,0)Sin(mg) 
uoles — H 0 


л Lo” ES (us us] Dm m vo) 


a SE Lo. v) 


WERA 0 
Anm n 


do Fay Ye Xa (v, ф)Соз(2тф) 


o — a 


T Vo” (1 +Ô 2m,0 (e КЕ Tom Lo. uj) 


аф f, y. x (v, 9)Sin((2m +1)p) 


o نا کے‎ | à 


Уо 
Ho 
8 [av y J omni Т v) 
voelYtX- Ò 
Kg 


d 
2 Ho Vo 
TVo |ы (us An ) Da Lo Ho 


ba 


Vo 


2 
8 dvv Jama V) dO faa so Cosmo) 
0 


voY-,X+ 0 
Ain 


2 
2 Vo Vo 
TVo E IER ) La Lo, Ho 


Vo 2 
8 f dvv Jan v) do Sar-x-(.0)SinQme) 
0 


2 Vo Vo 
TVo Leen, vi Ll 2m,n Ho 
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Soit la solution avec des conditions aux limites de Dirichlet : 


Teuvo) = УУ ARL ( и), „А v )Соз(2тф) + 
m=0 п=1 


+оо +оо 


+ У >. Д on Di m (a, v )Sin((2m + 1)р)+ 


т=0 п= 


+o +оо 


+ У 2. ALE Jo (ae, m (a, v cos((2m + 1Jp)+ 


m=0 n= 


+ > > Ае T (ue, ch. 45 v)Sin2mo) 
m=] n= 


+00 +00 


+Y д a tt „ДА, „ v )Соз(2тф)+ 


m=0 n= 


Ala Y Y A dod Di ele, Anin v )Sin((2m + р) + 


т=0 п= 


+œ +œ 
3 > > AS de Hi. HP ama ( Аал v )Cos((2m + 1p) 


m=0 n= 


+оо +œ 


+Y Y anm Qs a Uv (Sin (2m) 


m=] n-l 


Exemple : Paraboloide de révolution plein (u,v,p)e Q à [0, 2, |10,7, Jx [0,27] aux conditions aux 
limites de Dirichlet, homogènes et inhomogénes, sans dépendance azimutal ф. 


Simplifions encore plus en supposant que les conditions aux limites ne dépendent pas de l'angle 
azimutal ф. Dans ces conditions seuls subsistent les deux termes de symétrie Y+,X+ , soit : 


aï =a, =0 Ва = Br, =1— m =0 (voir plus loin) > Ау, tq Jalat us )- 0 À, tq Juss )e o 


Ho 
= "an (azo, Ho y [К of _ vo? (7, (aro. Vo y 
2 Ka 2 


| 
Ho Уо 

2 [ди ил, иу, ш) 2 [avv > vra o 
0 0 


уо, +,X+ 
2m,n 


T 
= Шз ++ _. 
Ја Cos(2mq) = л 05, о — Арл KU [ү Ja ts, vo) "n (v) NES ш) 


Din то) = Айк la, ur (tm v) дуду, a) (as v) 
п=1 


п=1 
Ce qui est exactement la solution trouvée auparavant dans le cas d'un paraboloïde de révolution 
dont les conditions aux limites ne dépendent pas de l'angle azimutal. 
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Exemple : Paraboloide de révolution plein symétrique /0 =o = 70 = v.e) e О = [0,770 ]x[0,170 ]x [0.27] 

soumis aux conditions aux limites de Dirichlet, homogènes et inhomogènes entièrement anti- 

symétrique : су. T(u.v,o)|,.., -f(v,o) T(uv.o) „ =o). La symétrie du domaine implique 
=No Weit 

que le système de valeur propres est identique pour les deux sous-problèmes homogène en р et 


en v Les deux fonctions limites sont également strictement identiques, et il vient une solution de la 
forme : 


2 J À 2 
э. ш Abde Mma aas) Neu manat) top Доор ато) 
По 2 По S 
8 [au Ааа u)| аф fr, x, (u.9)Cos(2mo) 8 (du Hands u)[a 9 fy. x Qi 9)Sin(2m +1)р) 
T MEE 0 0 PNE. 0 


л по" (L + Ô2m,0 YJ am. PREIS p Dm ( m,n no) л no (ЭИ (ЖЕЕ По p Dm ES т) 


по 2 no 2 
8 [au H Jona [ood u)| do Jy- x+ (u, p)Cos((2m + р) 8 (du H Jam (Aam. DI do fy x- s p)Sin(2m@p) 
ATX + ==. 2. 0 0 ATX _ 0 


2m+1,n 2m,n 


0 
л пу ПАРЕ Fee По Ir La les по) л пу е (Aam no p Dy ( mn no) 


T(u,v.@)= -Y Y att А Vanl бот, АВД п v)- L, FS EEN v)jCos(2m@)+ 


m=0 п=1 


+00 +00 


+ > EE Ша! KEIER ТА РИ п v)- Da rs Ий [еду v )jSin((2m +1)р)+ 


m=0 n=1 


+00 +00 


k: 2 2: Ais Mast KEIER H) amsi ( Аа, v)- Dm | биза TUNE se v)jcos((2m +1)р)+ 


т=0 п=1 


+00 +œ 


p DD Ain, т (e Sp Ап и), (ы п v)=Iom | ы bon (mn vJisin2mo) 


m=] n-l 


= T(uv.e)--r(v.u,e) et Т(и,и,ф)=0 

Cette solution est parfaitement anti-symétrique en permutant p et v, et s'annule lorsque p = v. 
Donc cette solution est également solution du probléme aux limites mixte sur un demi-paraboloide 
de révolution, soit avec les conditions aux limites : C.L. T(u.v,o), y =0 et Т(и,у,Ф)| an = f(v,p) 


Si la fonction limite n'a pas de dépendance azimutale, il vient : 


no SE: (2, u) (2 v)-1 (2 u)J (2 v), 
А, tq Jo(A„no)=0 4,=|duuJ,(À, Tiu, 2 0 0A ^n 0 Vn nc 
q al п) | ин d и)/(и E (u Y ch > no (J (Auto) (б A. Mo) 
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Exemple : Paraboloide de révolution plein symétrique “o= wo = 70 = v.e) e О = [0,770 ]x[0,170 1x [0.27] 
soumis aux conditions aux limites de Dirichlet, homogènes et inhomogènes entièrement 


symétrique ` су. T(u.v.o)|, = f(v,Q) T(u.v.o), n = f(u,g). La symétrie du domaine implique 


que le système de valeur propres est identique pour les deux sous-problèmes homogène en р et 
en v Les deux fonctions limites sont également strictement identiques, et il vient une solution de la 
forme : 


2 J À 2 
Ann 4 InlAmano)=0 Mpa D= Innn) Nas) = Zn mnt) |м, Jul =Z l mak na) 
| j b 
8 (du BJ os 2 do fy..x, (u,0)Cos[2mo) 8 [ди Res, DI de fy, y. (4, 9)Sin((2m +1)p) 
d = 0 0 Hos 0 
m,n mln 


л по D + Ô2m,0 Ke (Aam no p Dm NN по) л по Uno [ian По p Tomi (nu no) 


По D: По 
8 | du pa Jami (Ааш) de fs x+ QU Cos +10) 8 [ann (Ann W | аф fv-.x-(1.9)Sin(2m) 
AX At 0 0 AY- ,X- _ 0 


2т+1, п 2m,n 


T "nj TR [usas По Ir La CE по) л по" E ТЕТ p Dy Г no) 


T(u,v, p)= So arr n ssl Ат L am Aam, n v)+ Dn ES п nil п у) Соз(2тф)+ 


т=0 п=1 


+оо 
si y > Aaa ail А, п Ба DÉI Lua (ses mus (Dutta v Jsin(2m * 1)@)+ 
m=0 n=1 


+00 +00 


+ > > Kin Vol KEIER п ( АУ v)+ "Da E uo (ы v)Cos((2m +1)р)+ 


т=0 п=1 


+00 
x УУ А п Al Ап и), EM n v)+ Tom (Aam, n u), (2, п v}sin(2mp) 


m=] п=1 


= T(u.v,o)- T(v.u.o) 
Cette solution est parfaitement symétrique en permutant p et v. 


Si la fonction limite n'a pas de dépendance azimutale, il vient : 
По 


А, tq Jo(Am)-0 A, = аии, w) (u )2 T(u.v.o)- уа Be Gees 
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Exemple : Paraboloide de révolution plein (и v.g)e Ge [0, ui, |x [0, vo |x [0,27 ] aux conditions aux 
limites homogènes de Neumann sur u et de Dirichlet inhomogènes sur v, avec dépendance 
azimutal ф. Les conditions aux limites s'écrivent : 


ay, =1 Bosch Ju V3P)= 0 ay, = 0 б =1 


SA _ дТ(и,у,Ф) 
ee M R 
ail 
ovum E Tuv) =+, NETT 
0 v=v 
La solution s'écrit : | 
Z Ж GE >л, ш А, (M. 19)=0 ми) =, (н) 
dv x Vo = 
MM (a) = 2 Ju [tt ui) 28,7, an, DH (us, u) 
e A, n.a wi | on (oa 
PRIOR "E (mai) de — 
Ho x 
" slas Am, Be een J am lat Mom n H E Svo ys x+ (H P)Cos (2m P) 
Ao (L9) dT = 


л ( +Ô 2m,0 ТЕ Lo. Vo YJ am UM (9 Ра Шу —4m j 


Ho 


dan Anal „f e H Jim (ae n ufa do p Y+,X- (u, ф)5їп((2т + Пр) 


o Et 


А T х= TZ, 
mln 2 
T Dua EC Vo YJ ami (An Ho JIL a 2m+1,n | Ho -(2т + 1)? ) 
л 
|| ў 
dan. „f п jo H Jall SCH D „а 9 KE (u, p)Cos((2m + 1e) 
EE E 0 
mln 
Л uu Le, n Vo Les Au „Ho IS 2m+1,n fus Ho - (2m + iy ) 
л 
2: 
dan Aam, n [au H Jon (м, п 2 do feres (и, p}Sin(2mp) 
Ай; ,Y=,X- _ 0 
л Tom Le Vo Jus UEL Un Ji (23 n |, f: s âm?) 
+оо +оо 
тоу) 4, + УУ А), (284. a), (ats v EECHER 
m=0 n=1 
+оо +оо 
e 2 2. SE aad (us. na Lo, v )Sin((2m F 1)@)+ 
m=0 п=1 


+оо +оо +оо +оо 


+ > > E eed IER SE P m v Jcos( (Qm +1)р)+ +> > GE Jom (us. Е na ER vJsin2m P) 


m=0 п=1 m=] п=1 
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Si l'on prend une condition aux limites inhomogènes en Y-,X- de la forme : 
1 o Œ et 1 9 E 
1 o LEX et 1e E 27 | 


> fy, (H0) =-f, (шњл-ф)=-}, (1.37 -@) еі /„(и,Ф)=—/„(и,—Ф)=—/„(и.2л —ф) 
Sur un paraboloïde de révolution totalement symétrique, cela donne la solution suivante : 


fuse) = 


л 


2 1 
— si т=2р+1 
foo tar- ‚х-(ф)=0 bei x-(@)Sin(2m@)= eeng -— Sin (==) и 


0 si т=2р 
Vo = omo 4 ЭА, ш Aaa (Apato)=0 [Mon = ZE) LG. Pai -42p +1) 
p.n 
4р+2 


M y) = J'ap+2 s u) M ya (ш) = Ааа" pat) LR u)- J'ap+2 (а, и) 


По 
A p, n de H J'ap+2 (а, и) 
SA =0 Ap =0 Ap = 


SC leal EL GJ NOI „то -4 = 4(2p+1) y) 
+оо +оо 
T(u,v,@) = > > a E T iora D ann v)Sin((4p +2)p) Posons „aua J'ap+2 (2, п u) 
p=0 п=1 


gue 585 ere oa Pala echten (se 29) 


7 0 n (2р +1), „| A; ГИТ ой P An? No ? 4(2p +1} | 


Voici le graphe de contour sur le plan équatorial du paraboloïde de révolution : 


Les lignes de contour épouse la limite du domaine ce qui indique une condition de Dirichlet, ici 
inhomogène. 
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Le plan équatorial est définie comme le plan z=0, soit u=v. Prenons maintenant des plans à hauteur 
z fixe, positif ou négatif, selon le plan de coupe suivant : 


u-v. 


Les lignes de contour cette fois soit « perpendiculaire » à la limite du domaine, ce qui indique une 
conditions homogène de Neumann. Nous sommes dans < l'hémisphère supérieur du paraboloide a 
soumis à une condition homogéne de Neumann à la surface extérieure. 
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Voici le graphe de contour pour une hauteur 4 


0.5 


- 0.0 


|, 
e 
in 


-1.0 -0.5 D.Q 0.5 1.0 


Les lignes de contour épousent la limite du domaine. Nous sommes dans < l 'hémisphère inférieur 
du paraboloïde de révolution > soumis à une condition inhomogène de Dirichlet à la surface 
extérieure. 
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Paraboloïde creux de révolution soumis à des conditions aux limites dépendantes ou 
indépendantes de l'angle azimutal 


Exemple : Soit un paraboloïde de révolution creux (и,у,ф)е О =[u,,u,]x[v..v.]x[0,27] dans 
lequel les conditions dépendent maintenant de l'angle azimutal sur le paraboloide de révolution : 
1 (ô*T(u,v.@) 1 ôT(u,v.@) д°Т(ш,у,ф) 1 дТ(и,у,ф)\ 1 д°Т(ш,у,ф)_ 
2 2 z + + 2 + + 2:2 2 0 
Hu +v ди u ди ду v ду uv дф 
(и,у,ф)є О =[д,,и,]х [уу ]Х[0,2л] Т(и,у,ф) fini 
Cas envisagés ` Dirichlet ou Neumann > a" ," e {01} В" = {0,1} d, sy, € {0,1} рае {0,1} 


=V, V=V) 


д?н» m? 

aï — OT(uv, ш CV 

= (u,v.@) _ А T(u,v,@) =-f„(v.@) = - " Ф) + Bi, T(u,v,@) =f (У.Ф) 
үш +V eH DE? ES d Ee 

KN OT АД v а, OT V > v 

2 2 L p) =p; T(u,v,@) = e (и,ф) 2 : 2 и 2 +P, T(u,v,p) = Jv (4.9) 


5 


M Y 10 


10 


Problème que l'on sépare comme à l'habitude en deux sous-problëmes avec d'abord les conditions 


сч = 


homogènes dans la direction р: 


D 


а OT وو‎ } Ai OT Wé 1 
= 2 Е 2 E js T(u,v,@) Se 0 N 2 е i + B, T(u,v,@) = 0 
Ju ai Ou Маг +у* Ón 


H" H=H 


v 


а, —OT(uv, | G, _ ôT(u,v, š 
— HI e mut Line س‎ U + gr тшу.) = f, Ф) 
VH +V, ôv AU +V, ду 


v=v; 


Et celui homogène dans la direction v : 
a OT(u,v, a, OT(u,v, 
Lu 9 Bro Lt TER à ph Die = f, 0,0) 
LA š u=4 >м š и=ц 
a, OT V. v о, OT У, id 
a T U gr Tuy. p) = a ТЕ 
МА +V, ду H +V, ду 


v=v; V=V) 
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On simplifie les coefficients des conditions aux limites homogène à outrance, n'ayant à étudier en 
fin de compte que des problèmes de Neumann ou de Dirichlet ой les conditions sur les paramètres 
des conditions aux limites sont toujours contraintes comme suit ce qui permet de simplifier la 


forme des conditions homogènes : 

i „Biat pE a Br say BY e {0,1} 
"au mr 

a, =l-p; о, =1-/, 


Homogène dans la direction u : 


‚ OT (u,v, 9) 
aj, ———prlQnve) =0 
ди и=ц, 


o. @Ol(u,v,@) в 
Juv `` Ou 


„ T(u,v.@) 


Homogène dans la direction v : 
au ӦТ(и,у,Ф) 
V Hu tv ди 


v ОТ(и,у,Ф) 
ч ду 


- p, T(u,v,@) 


-py Т(и,у,ф) =0 


V=V, 


„ OT(u,v,@) 


H2 


ди 


- f, (6,0) 


—f, Vo) 


v OT (u,v, p) 


V2 


Ov 


+ Bi, T(u,v,@) =0 


o.  OT(u,v,p) 


и=д, 


du" +V. 


ai,  ÔT(U,V,p) 


V ji, +у? 


+ В; T(u,v,@) 


ду 


ди 


=0 


у=у› 


+8, Т(и,у,Ф) 


+ T(u,v,@) 


V-V5 


u=m 


= f, (4,9) 


= f, (v,@) 


On réalisera cette simple manipulation à chaque fois que l'on sera en présence d'une conditions 
aux limites homogènes. Ce sera le cas à chaque fois que l'on sépare par la suite en deux sous 


-problëmes. 


Problème homogène dans la direction u 


Deux sous-problëmes doivent être étudiés selon les conditions aux limites suivantes : 


Qu СТ) pu Teuvo) =0 
CH up 
` DEE gr mune =0 
| ду | Vin 
Et 
e - В, T(u,v,p) =0 


H ди 


u=m 


v 


€,  OT(u,v,p) _8' 


Jew ۳۷ 


v=v; 


OT وو‎ 
„ ОТ) gu (yg) =0 
Cu и=д, 
o. — OT(uv, " 
= V. D à pr Tuvo) 
үш +V, ду 1a 
T 
p SAO 4 pr T (u.v. e) =0 
u 


„ T(u,v,g) =f, (4,9) 


y OT(u,v,@) 
E ду 


и=д, 


+ B, T(u,v,@) 


= f, (4,9) 


= 0 
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Les fonctions propres et normes pour les solutions homogènes en L, respectant les conditions aux 


limites, deviennent : 
JG) 


x, (at и) 


My (u) = 


H 4H. HIER _ pu 41,2 E H 4H | 74152 _ e H5 
а Ann J, (ax ul В, Ј (дем ul A f Amn Y, "mE ul Ba y [A^ ul 


MEH u) ` Јан u) Y, (^^ и) 
AR андату Amma) gs JP) a änt (amm u)- gr Y (ru) 


H jh: {24.2 H H>H 
A f Ann J, (as m )- Pa J, (as nl EA 


H 2411,25 И 122 Q^ 1145 
Qr Asc. E (us п) Pa y (4 п) 


A” Hu tq = 
nin H Hist {24,2 H H H H Hist 1| JHH H Au 
aL ASI A В ETS он A Yu ën, ЖАСТА 
Hsu Hu 

M +2 (u ) = J, (au ? nl WM Y, Di Á и) 

mn 1 H Hist "414 H H>H H 4H H {24и H Hsu 

а Аы J, [4:9 É Д j- B Jm C : ul а u, ap m (aur "nh )- Py Y, Pr "nl 
J (are Л ) Y (are Л ) 

цу, em m V m,n 2 m V “m,n 2 

Мм, á (4) SE 


Miir) J„ (ане ul 


H 445 {24,2 _ e HH» i 
A f Amn J, (да ul Pa AUZ ul 


dau EY E) 


Y, (ar ш) 


= D^ (u ) — 3 
ТЕ? m,n 1 и qt H> '[ ТҮ? )- 7 ( ТЕ? ) PODER '[ ТЕ? )- 7 ( mm ) 
en а u, ein J, Ал А, Pa ы A u, A Am Y, A Hi p; I een H, 
Hika ۱ т J] > '{ 244. H2 
M; (4) E D^ (и ) em J, Di m zi Y, Di ш) 
H>H = m, 2 H 3H ( Hp )- H | Hu ) H jH Ho ( Hu j= H ( HH» ) 
Ал а Amen J, de А, В, J, 4. u, а u, 4 Y, A ‚п u, Pi Y, À, H, 


Г 2 
М” (w) А 
al was = 


дй» ps 
LD) 


ЧЕЗ 


т 


2 
т 


2 


2L G0) + (мо оў! = 


ГА 
ae? 
А 


1 


[маз | == 
Z - 


2 
m 


2 
zc (1.)) +(M H; | Ê =) ir: ш) +(м v pli 


2 


Remarque : m est ип indice entier qui va dépendre de la décomposition des conditions aux limites 
inhomogènes selon les quatre symétries azimutales : Y+X+, Y+X-, Y-X+ et Y-X- (voir plus loin) 
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Les fonctions dépendantes de v, en respectant les conditions aux limites homogènes prennent la 
forme : 


m,n m,n m,n 


№ (у) = A I, (A v B K (at v) 


0,v; 

а, Del pu узуу 20 

' Ov T. 

m 1„( v) Ku 
= Nan V) = ау дег Pre Bt Lv) ari", {ыс r= 
NY? (v) - 41, (ats v) B K (a v) 
а, Nen gr won 20 

? дү e UM Ga 

e r (a v) К кау) 
PO ref ALET) a EPR, OR Pv, J+ Bï Ev) 
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Toutes les fonctions limites sont décomposées par symétries azimutales : 
d (4,9) = " ys x50) + vu ysx- 50) um (4,0) + age (и,Ө), 
sachant que f, (u,@) = f, (4,27 +) 

fuse) + f, (u,z —@)+ f, (u,—@)+ f, (U.P — Z) 


vya x 59) = 


4 
m L (и,ф)+ f, (u, T p) Ka (и, Q) d (4,9 — Z) 

foye Lie) E 4 
D Ue (u.p) m p (uz —Ф) + yn (и,—Фф) =L, (и,ф - T) 

vy- x+ (659) E 4 
_ Ka (44,9) =. (u, T - o) e. (u.—9) + Jia (и,ф — T) 

fo y- x Qn) = 4 


Ju (4,0) = vs xs 50) * f ac (u,0) + vy x 509) + vx (2,0), 
sachant que f, (п.р) = f, (4,27 +9) 
fuse) ў, (UT =P) + fy, (иф) + ў, (UP — 7) 


va xs 659) = 


4 
= Ji, (и,ф) + f,, (u, T P) J, (u, p) fo (449 —7) 

Svo ух Ф) че, 4 
" Ji, (и,ф)— fi, (и,л —@) + f, (и,—Ф)— f, (449 — л) 

vy x+ (1590) 5: 4 
Л, (и,ф)— f, (4,7 Ф) Á, (и,—Ф) + f, (4,9 — Z) 

Lex (,@) = 4 


L. (v,p)= Juve (v.@) + Juve (v,0)+ Say- x00) + Su y-,x-(V +0), 
sachant que f, (v,9) = f (v,2z + @) 
É (v,@) + Sé (v.z SR p) + S uu, (v,—@) F Su, (v.o = T) 


Je, (V ,@) = 


4 
=5 Sa (v.9) + fa (v.z Q) L. (v, Q) VER (v. —z) 

In Q0) = 4 
d Sei (v.e) =T; ANE? - ul + L. (v,—@) = S u, (v.o - T) 

Say- xP) = | 
_ A (VP) f (m —@)— f, VP) + f, (VP - 7) 

Jr x D'al = 4 


L, V >P) = fury x (9) + Su, y+, x-WV>:0)+ Su, x (0) + Su, y. Dr 
sachant que f, (v.@) = f (v.2z + @) 
foa VP) + f, V7 -9)* f, (v9) f, (У,ф-л) 


Saye xP) == 


4 
^оф) + fu, Ут P) Su, (V, P) Su, (v,@ — 7) 

fu asx- VP) E 4 
_ dus v.o) Е J. (v.z —) + du (v.—9) S V.o - T) 

Jan x. Die) = 3 


d (v,@) GE (v, T - o) =f (v,—@) + Su, (v.o — T) 
4 


Ju, x-9) = 
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Injectant les formes des fonctions en u et v, on arrive aux intégrales et aux coefficients du 
développement en série comme ceci, en prenant comme exemple la composante de symétrie 
Ys, X+ : 


PPN іу) K, (ath v) 
Nn 2 752 ï Labo arr ау (aer) 
No (v) = 1 NES v) К (ans v) 
BE EE sa anu] ak, Gs к,и) 
+00 +œ 
Terme 25 AL Ge RE ШК (v)Cos(2m@) 
т=0п„=1 
o OT(u,v, 
= 2 ш Y p) + Bi, T(u,v,p) = fv, Y+, x+ (40) 
Lu +v, ду 
у=у› 
+оо +œ 
c P ME (u) a. MË, V2)+ | +v2 Ву, NO, 67 Cos Отоу = Ju? ev; ys 59) 


mo Minh GA ev; d de fy, y. x+ (би,Ф)Соз(2т) 


2 [аии 
"ECT aide WE 


= Albe Ye _ 


уз,2т‚п„ oi 
2 
x(i * Ô 2m,0 ILES п vill 
йы ALT Kalag v) 
m,n 
SE cr Py, e Bru v2) ах MPK, (z: Py, J+ BK TEA 
uH uH 
м0 (v) = 1, (trs v) K M wh y) 
п v 4. HH v ди q Ann D H v Kk [am 
Ay, Amnn E {уды Va +B, lm Алл Wé voa Km Í Am, ы V 2J+ B, Kn n Mnn ?v V3 
+оо +00 
дъ үү Ht v1,0 
Terme ph KS у,2т,п„ M» n, GUN, (v)Cos(2mo) 
т=0 п =1 


ay, — OT(u,v,@) 


2 2 д D. T(u,v,p) = "ren (40) 
үн +V п 


к= 
+00 +œ 
D мш [otv O) ae +v BENG, (va) озот) = fur +v fase Qe) 
m=0n, 
л 
2 
„ Me di rn | ар fy, v x+ Q9) Cos2mg) 
2 [аии 
2 ' 
A E И | Н + „ N>, 9 (и) ay М, (w) 
1, $ D 
v,2m,n, 


EN +Ô2m,0 [ие Zi 
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Les huit intégrales par symétrie azimutale sont donc : 


200 MBs (Wu +v | аф f, y, x. (H, p)Cos(2mo) 
2 [аи H 


m (Ja ve Bi NSE, (v) - a, Ne о ) 


Hota RAH L 
À; 2m,n, Ke 


a(i + bano Ju GO] 
e, MOONE Tv, d do f, y, x (U:P)Sin((2m +1)р) 
2 [аии 
D (Ju? +V, Nn „йа a, Ай, п, КЮ) 
Hs Y +,Х— __ 
,2m+1l,n 
AES zz. 
mo MAD +, d do f, y xui, 9)Cos(Qm +1)p) 
2. [аии 
ш (Ju +V, AN (vi) — NI m 
Hu, Y X — 
,2т+1,п„ 
sii, о 
mo Minh GNU +V, Í do /„у—х-(и,ф)8їп(2тФ) 
2 [аии - 
` (Vut +v? BENS, (и) as NES (0) 
AS Tz 
a (1+ Ô amo Ju; 77 


„ Мр (UWB? +v, jao Son ya x+ (H, p)Cos (2m 9) 
SE? CAES vi e BL NDD, v ) 
20, pM As (| 
& MIZ, QN +v, Í аф f, y, x-(1.9)Sin((2m+ (el 
SCH (а М V) eat ev Ву, NI бл) 


LH HFH; X 
d ‚2т,п„ m 


Jy Bs RAS € 
2.2m+ln, e : 
chu, Gol 
j mine, Qnae ev; | Í do Ў, y x (11, @)Cos((2m +1)p) 
2|duu 
M Ug -X+ _ 5 (a LN x EE (v.)) 
v5,2m-*l,n, ai 
rie, of 
| М (U) H? +v, `Í аф f, у-,х-(и,ф)8їп(2тф) 
2|du u 
EE “ [ NZ, Кина] AVS BN, (v.)) 
2m, n, = 


ell zën) 


мые Qu) 
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La solution complète du problème homogène dans la direction u devient : 


+оо +оо 
T, m 09.9) = > > 42 "MI Non, (v)Cos2mo) 
m=0n, 
+00 +оо 
+Y Y AS мие QNS, (v)Sin((2m o) 
m=0n,=1l 
кє 
2 D Aint, Mint, Lol, (v )Cos((2m +1)р)+ 
m=0n, 
+оо +оо +00 +00 
ÉD D en © Mina с ORNE 325 M Pe ul, (v)Cos(2mp) + 
m-ln,-l m=0n, 
m 
+D У A, Maa, (и), Snar 
m-0n,-l 
+00 На T «2:90 
DD тма NI, (v)Cos((2m + 1)p)+ 3 uu мае (UYN Sn, (v)SinQmo) 
т=0п„=1 


m=ln, 
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Problème homogène dans la direction v 


Par substitution entre les coordonnées p et v, il est facile de donner la solution de ce probléme. Les 


fonctions propres et normes pour les solutions homogénes en v, respectant les conditions aux 
limites, deviennent : 


rat: J, (a v) : Y, (ar v) 
au ev )- B mw). ai дт, (ази) B v rw) 


m,n 


os ` aaa av BE J nrw). azar (es) pz v, (arr) 
Ann tq at AJ (дт v J any. | ar EES vy [ans 
ng rev, + By va) a ду eve бу Y, evi) 
TN J (sv) р Y (agia v.) 
na (V) = dst e rv) azar Gne EE Y re) 
T J, (se v.) Y (m v.) 
Ми VD = r gy av Ву J (Av) атту rv) BE Y nw) 
RO. ран ус AT _ EH 
дуз = = Dua er) ДУ ul atr EE GE 
PACE E Jos vi) Y, (ar v.) 
que Ea ei Anm Ау) BY Ju mv). atat Y Bw )= & Y v) 
2 2 
vl (Di +(Му e m d vil (ру (v.f + (vise ТЕУ, 
[Ne = 3 | 
Les fonctions dépendantes de и sont de la forme : 
Mb (u) = Leu) Kalax u) 
ar N ой диши, (n m) ви, ra) etis, Es n)- вика) 
cen 1, п) к(а) 
Mao ази Str pm) аа) век Д) 
СТ 1 2222 u) Kala? п) 
Mi 00 7 c ET a BET us) a AS s Us ЕДЕ КЖ) 
S (ао p) kou) 


aaepe Bt T ARE) да а E $us + BE K „(AXZ us) 
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Les 4 intégrales dérivant des conditions inhomogènes en L; : 


V2 


Му (и) у? + д | do f, v, x+ (v, g)CosQmg) 


(W +H, Вим" ny (1) a MIU, (а) 


(1+ amo Ју e 


2m,n, 


NI, Cv? + д, Í do fuy. x (v. 9)Sin(2m - 1)g) 


D +H, SB MOS (4)- a MIS s. (а) 


sl. rf 


NI, Jv? + d do f, y... (v,0)Cos((2m +1)р) 


D +H, “БЕМ... Ab gu M. m 


sl. nf 


М (ууу +p | do f, y x- (v. g)SinQmq) 


D +H, TMU (4)- ak Mien, On 


2 [ауу 
Vi 
V ,V2,Y+,X+ __ 
A 2m,n, Wa 
V2 
2 [ауу 
Vi 
V. ,V2,Y+,X- 
1 ,2ml,n 
V2 
2 [avv 
Vi 
VpVY-X 7) 
Аш 2m+l,n, 
V2 
2 [avv 
vi 
Vie F = K => > > 
Аш 2m,n, 


2m,n, 


E 
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Les 4 intégrales dérivant des conditions inhomogënes en u; : 
T 
d H 2 
„Му уу + uj [do Ў, rx, (V.P)Cos(2me) 
0 


2 [avv 


2 2 0, 0, 
n = (veu BM Qa MSS а) 


А” ,vV2,Y+,X+ = 
15 2m,n, 2 
(1+0, А €) 
A 
„Музы у +и, [de fusis (v,@)Sin((2m+1)9) 
2 [ауу i 
ne EN И (v v. + Ду Pi, M. (4) + а My. '(u, )) 
L,2m+ln, 2 
lz, (и) 
Р 
„Муз өүү“ + uj (de Ў, y x. (V,p)Cos((2m+1)p) 
2 [avv 0 
"CON Wi D + uy Bi, M (u,)+ aL My, '(и, )) 
boi luc. nl 
К 
„Муз үү + и, [do Ў, ух (s p)SinQmo) 
2 [avv eS | e SES 
Dos vi ( V +U, Bi, M ama, (5) * а, M omn, (а) 
I5 Qm, n, x 2 
л (и) 


се qui donne Іа solution pour le problème homogènes en у: 


+00 +œ 
T, (1۷,0) = > 24, m Miss (и) (v)Cos(2mo) + 
m-0n,- 
+оо +œ 
KEE à Gaata, H 2m+1,n, v In m+ T 
+É cst mue, ONIA, (imam o) 
m=0 n, = 
+оо +œ 
+) M As Min (MINZA n (v )Cos((2m +1)р)+ 
m=0 n, = 
+оо +œ 
+Y REECH GENEE EE 
m=l n, = 
+Y Y ллы Mts (пут (v)CosQmo)+ 
m=0 n, = 
+оо +œ — б 
+ > > das Miu ( HN (v )Sin((2m ch 1)р)+ 
т=0п„= 
+оо +оо 
+ AURA Мә NES, (v)cos(2m +1)р)+ 
т=0 п, = 
+оо +оо 
+Y Y AUN Mym (ш) (v)SinQmo) 


m=] n, = 
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Prise en compte de la valeur propre nulle 


Dans ce problème il ne faut pas omettre les solutions de valeurs propres nulles. Lorsque la fonction 
propre azimutale est de valeur propre nulle, soit une constante, alors les solutions en u et v sont 
des fonctions de Bessel et Bessel modifiées d'ordre zéro. Elles ne changent pas de nature 
fondamentalement et elles sont aussi prises en considération dans la sommation de la série. Le seul 
cas ой la solution de valeur propre nulle change de nature est lorsque 


m=0 et 1%, =0 problème homogène en u 

m=0 et 10, =0 problème homogène env 
Et dans ce cas nous avons vu que les fonctions solutions sont de la forme A+BLog(u) et C+DLog(v). 
La forme qui s'impose en respectant les conditions aux limites homogène еп и (resp. v) est 


constante en (u resp.v). Dans ce cas les conditions aux limites homogènes en u (resp. v) sont de 
Neumann de part et d'autres. Il vient : 


Problème homogène en u 
È E => и _ BH = 
ah =a 1 et Bi, = Bi, =0 


H ш ` 
v ОТ(и,у,ф) 


N(v)=A+Bv > a, 
| ду 


B; Т(и,у,ф) 


=0 N(v) сау tvi, rel 
Vi 


V=V, 


ay, — OT(Lv.Q) 


+ Ву T(u,v, = f, (u, 
e 55 By, T(u.v. 9) fy, (4,9) 


v=v, 
2 2 2 2л 
uyu’ +v 
А [au : [do f, ш.) 
v 
D + Bi, V2 үш? +v, Ë +V1Bv, Sal 9 
1 
Aq? = 
z(u? = DM 


NO) =4+Bv > о}, ELD + pr тиу) 
у 


=0> N(v) са, eft Lou) 
v 


V=V) 


o ÔT(u,v,p) 


2 д By, T(u,v,@) ES Sify: (4,9) 
|u? +v, v 


A 
ија ү Io (une 
Di Ё IO tvi, A |u? +v Ë estan 0 
vw 1 
S de ail 

Si Bu, = Bu, =0 Ду! et Aj? sont des constantes quelconques puisque 
OT(u,v,p) _ ÔT(u,v,@p) A) OT(u,v,p) 0 

ди qe Ou lieu ду masa ду i3, 
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Soit la solution complète pour le problème homogène en и: 


“2 Ke? + 2 
vi Í du "II" fao sae, p) 
ш +у Ву du" +v; | tv, Lol jr 
А" = 
i ліш - H, 2) 
2 2 + 2 2л 
va fdu T [do f, (1.9) 
і e E ve J | 
Д” = 1 
j ліш = г) 
EE (u,v.@) = Ау! Ë 2:76) + Ау? Ё tes) + 
у V, 
Y Y antt y (NZ, (v )Cos(2mo) + 
m= On, =1 
+Y Y дме (INIS n, (v)Sin((2m+1)@)+ 
т=0 n„=1 
+ 2» ZA M (ul, (v )Cos((2m +1)р)+ 
m-0n,-l 
+Y Y ants MEE (NY, (v)SinQmo) +Y Y Att Mist (и), (v)CosQme) + 
m- In, =1 See 0л, aj 
+Y Y ARI Mtt, (NS, ,,, (v)Sin((2m + 1)9)+ 
т=0 n, =l 


+00 +00 


+Y Y A ME, (и), (v )Cos(2m +1)@)+ +Y D ди s May (имэ (v)Sin(2mo) 


m-0n,-l m-ln,-l 
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Et pour le problème homogène en v : 


Problème homogène en v 


14 v v v 
y = Gv, =1 et В, = By, = 0 


M() = 4+ Bu => qui ŠI (bY, _ ви Teuvo) 
H, du Di 


=0= M(p)) « a" + m B" Log| À 
H H L 


H" 
a! 
H2 ôT (u,v, 9) 


+ T(u,v,@) =f, „ (V.@) 
v? + u, ди ә j 


H=H> 
У 2 2 2л 

vv + 

m | dv = [ар 5.6.0 

| 2 u 
vi +8 us (NËT [et Zr 0 
DREW, 

rv» =v] ) 


-Bi T(u,v,p) 


H _ 
E 


ôT (u,v, p) 


M(u)=4+Bu SO ди 


=0= M(p) ай + аврав # | 
=2 H 


u 
Œ OT(u, V, @) 


Bi Tuwo)  =-f,;(v,p) 
үи? + ди ^ 


H=H| 


V3 5 3 2л 
ууу +u 
m [4v : [do Ja VP) 
J 2 u 
vi + Bf, t v? + [at + a Log x | 0 


SCH о) 
Si Bi = А =0 Ab et Aj? sont des constantes quelconques puisque 
OT(u,v,p) _ ÔT(u,v,@p) -0 a TUYO) OT(u,v,p) 0 
ди T Ou Мыр ду SEN ду geet 
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Soit la solution complète pour le problème homogène en v : 
a, =a; =l et B, = В; =0 


NEE taz) x dA) 
R na e) са 
weg ECH и) ES cv) 


El Ya re л л Y (v) 


2 2 
А рага 
2 
А 2 2 2л 
u, [av 0а [ар f, (v.o) 
` ° a j, Bi, H, + Bi, H yv? +H, az + up, og £ d i 
A^ = . l H 
zv vil 
v 2 2 2л 
m [dv se [do f, e.o) 
^ n + Bins + n e + zs |) | 
H, 


2 
№ (v) = 


Hi — 
À ш 2 2 
TW <Y, 


Tab (u,v,@) = cl + 2277 # |) DL A во "Ir 
1 


+оо +оо +00 
+Y Y AZ MES (u)NS; (v)Cos(2mp)+ >` Y aue aM DANT. 


m=0 n, = т=0 n, =1 


+Y A МА, QNA, (v)Cos((2m +1)@)+ xd М (и) 


m=] n, = 


+Y Y ae wt (NY (V)Cos(Qmp) +Y Y AA Më, (NS, 


L,2m,n, 2m,n, 
т=0 n, =1 


+X acu Mts, QNS, (v)Cos((2m + Dp)+ DIA: "MI (и), 


H3; 2т+1, п, 2m+l,n, 


m=] n, = 


N” V2 


2m,n, 


(v )Sin((2m +1)pص)+‎ 


(v)Sin((2m +1)p)+ 


(v )Sin(Qm@) + 


(v)Sin2mo) 
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Pour fixer les idées et simplifier un peu l'expression des diverses solutions exposées 
précédemment, on va considérer que toutes les conditions aux limites sont de Dirichlet, et que les 


valeurs limites présentent toutes la symétrie azimutale Y+,X+, soit : 


Ў, (U.P) = fo yix (H.P) 
Ў, (U.P) = fo, y+ x(O) 
Sa (9) = Ў, ух AT) 
fa (УФ) = faya xP) 


Problème de Dirichlet homogène dans la direction и avec symétrie azimutale Y+,X+ 


Dans les expressions précédentes, on pose : 
H H v v H H v v 
a, =a, =a, =а, =0 et Ві В” = В 


vi V2 H> vi V2 


Les fonctions propres deviennent 


Jm (as Ce и) Y, [ке и) ШЕЛ J än n'U R Y (a Ж DA 


M“ H2 (и) = 


m,n 


J, ( An Ha ш). El y (д ul ma 1 J, ïi ТҮ? m Y y (a5 


m,n m,n m,n 


nS DH ) D (s DN put 


É X + 


m 


Hp 
m,n 


M^ FAC) M^ 2 


m,n 


m) 


Di (u) = a AET ) Dy. (u,)= ДТ a DËS 


m,n 


(Dee и) = m? (DES Qu) 
2 


m,n 


zu =^ 


m,n 


m,n 


" 


m,n 


(д) -0 


Les fonctions dépendantes de v, en respectant les conditions aux limites homogénes prennent la 


forme : 
бшу) bz 


m,n m,n 


VE ^y) K Jan Hay) 


m,n m,n 


Му; 
Nn OT Kem) OT) El 


m.n 


Les deux intégrales et la solution sont donc : 


2 
A la | аф f, y... (п.Ф)Соз(2тф) 


Щщ 


2 
PE AM Un Í do f, y. x, (u,0)Cos(2mg) 


n 


du due Hua sue Nim (v) ‚Алие N°" (v) M" 


p2m,n, 2m,n, 2,2m,n, 2m,n, 


2m,n, 


(u) 


Dust 415v.) = — > 


AA + Pano) Ао, 0) C992) Мы 2 муе oo 


= Соз(2тф) 
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Problème de Dirichlet homogène dans la direction v avec symétrie azimutale Y+,X+ 


Dans les expressions précédentes, on pose : 


u Di v v u H v v 
e Se Gs Le 0 et Bi, D. B; p 1 
Les fonctions propres deviennent : 


1 zv) xv) Al x t) 


mecum) er Morus) E SEET 
desse SEV) NOU. iu АЕА А2) 
PO уны) rmt) де "TC Juss) Lë 

|; үп soy = v, (D dä sp (ри (v, ) 


2 


Les fonctions dépendantes de p, en respectant les conditions aux limites homogènes prennent la 
forme : 


un HUE) OT geet A ONE LO) 
Ма) [узш] ктен) ro ET onu) KU) 
cr. daa) EQ) xo däs Ku) 
Ms DT зы] кы) H O гы) KE 


Les deux intégrales et la solution sont donc : 
A GE SS = [avv NR vj do f, y, x, (v,0)Cos(2mg) 


АРЫ = | vv NYE (v) | do f, y. x. (V.P)Cos(2mp) 


Vi 


> Cos(2mq) 


m=0 n, = 


MEN 33 AT Mina Qt) | Anda Mans (и) | Nana, (у) 
TV (too) MES (а) (1+0) MÉ an) J Iz: nf 
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Problème de Dirichlet avec valeur en limite indépendante de l'angle azimutal 


C'est un sous-cas du cas précédent, avec : 


LPD fü) Л, (Ф) - ЖУ ful) ful. = Л. (У) M est facile de voir 


que toutes les intégrales 


[ do Cos(2mp)= nô „o 
0 


azimutales 


s'annulent sauf pour le cas т=0. Puisque 


II vient la solution (on enlève le symbole de symétrie Y, X4) : 


slae u) xn n) sna). фуд) 
Kis 2 п An »H2 
MP ылы) a) o ® Mtas) Mar) 
ر پر‎ AE El panu y AE En 
E 1 0,n 1 0V70,n 1 0 V 0,n 1 
|м 77 _ и, (D^ (2)) ; ЧО 73 
vso МЕУ) SSC vru ttv) sf 
йуу») nts) ыу) Кд) 


Att, = | dun ME GDS, ш) ASB, = dun ME GDS. ад 


Di Di 
0 aa МШЕ) | MERO 
щ, из , Di m 
E Keel re 
2 AU" e v) LU" SS | Ай x J (Apy wn). Y, (aw) 
e sare) йг) л) an 
nmap- А) HQE) луус На) Hs ve) 
PE и) тыр) 
2 VpV3 
муе ادع‎ SE E i 
мо (и )=5 nue т, и) x a ) Ge i и) u K > u) 


Kolam) 


LJ: Wi ) 


Mos (u )=5 


а) 


QE H, ) 


ANZ, = | дуу М" (v)f, (v) AV, = E дуу Ny? (v)f, (v) 


Vi 


vv Mis) | 
m07, ME? ' (u E 


T, v.g) DE 
n,-l 


Vi 


0, > 
ЛАЛ Мо (и) Мур? (v) 
,0,n, 0, 2 
12,0," My UO Now (и) 
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Problème de Dirichlet avec valeur en limite constante 


C'est encore un sous-cas du cas précédent, avec : 
A Фф) =T, fo PET, fa) =T, Ў, (У,Фф)=Т,, 


II vient : 
A SEE) La) Kou) 


м" _ 0,4 = 
on (H) T 4s y) Kyu) 2 A) KAA) 


idi; J (at; d u) Y, (Дин и) ЖЕЙ» J (eu) _ (44; u) 
Mis (=> AUN a) van) ™ ° Jta) nta) 
AVES #2 ру (А; _ J, e Y. Ag 
E E >> 


H, (D4 Do É (2)) ш’ (ри; (a) Nm d (и) + u D) (u) u, DE: Fe (45) — u Dis d (u)) 


ие (a| = 


—Ñ 2 
Aber жб”) wan. ntn) Sc 
SC (v) = DEER JK К v.) ` wy) K las и) 
Nwe (y) =Z Ja v) a" v) mm EACH ën 
Alae) ги) T aw) xv.) 


nv) vv.) 

ри" Vaio 2] Aion Шы 

e J (array, ) АКА; V, ) 

e sea- B "(3 (ри ov Ои cov ризи) -v, Di (v )) 
2 


vi) x 
Di^(u)- Ge ) 14 H Si 


sepe = BE 


Dans ce cas on peut calculer les intégrales des fonctions de Bessel : 


2 


H H> (us; "m ke Lon 
Juan" ? (u) = te n nb D'Sam pm rom nmt 


On. T n Hish m uH 
Moon era 
Ih n ‚п 


[7 WEE [ Ё бёр”) vat ш ) Е а) vat i J 


д ? Jo mE H, ) Y, mz H, ) Jo m ° m ) Yo mz Hi ) 


M 


H2 ШЕ ШЫ 
L2 Do *(и»)— шро 2 Ga) 
14,45 D > > 
> Í du u Мо (и) mm 
D Uu 
“ DA (v;)- YD. (vi) 


V2 
De même | dvv Nal" (и) = 


Vi 


712 
0,n,, 
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Ce qui donne la solution : 


Ai e E 2T, ARS Ji — 21, 
0, E E DE Keen zm чу; (v,) n, E. petu, DE "= Qu.) + u Dh, (u) SCH 
ËM 2T, EM 2T, 
Kee An V VD no (44) +V, DE É MU DA (шщ) с Ао? (v. Dji" (u,.)+ V Dorn? AN (4) 


m Al. Nos Si 
H>H 


+ 
TES сыл; 
uda HV St (uD ^^ (u) + u DE WO on, \H 


M! ‚0 M° Ai 
n i (u) £T, bes (и) 
Mo SC Mo; n n) T 
VV2 V2 Va Мо, (v) 
n, =| Ao. („р „ 5) +v D, "Gul 
РОВУ) =) DS 


[x Now (v) : M 


р JU MOM) y SS 
Ми) CE NG] u, “м; к 4) Mon (Ma) ) n, 
b D Gi) + m DE, Qi] ^ И s aD G) VD EH 
On peut ат développer Іа solution еп remplaçant les fonctions раг leurs expressions, се qui 


donne : 
Mim (и)= — J l vs u) y a u) Anon 


T(u,v)- 23 


Aem) n s 


tq 


Буш] Warm ^" Jun) a) 
J An Y An | AV и> 
M E CR CR 
veo МУ) HCH zw nrw) to 


) и) A va) Y, Ау, v.) 
De (v) e Ji CH El Y, фи SÉ V2 "2 (,) = _ (дуў zl ra v.) 
cl 


= 


Zu) qu) 
(aze к(а) т кае) Gs vr n sv) 7. еи) л, (a) 
=1 дои 7 Don” (u,)+ шро" Gs 79 oon V, К, seu L K, eu V, y. (Азу, ) VA 
ü D (r, (ду ek, K (д; ЗА u, )- T K Je zb K 1006 Da 1 (ду H, )- T, lo EI u, )) N: (y) 

we Aoi, hp 4 n (4) +V, D Sam 37 [a ms [Ду H, )- K, ИЕ А, у, (a: H, ) ii: 
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Exemple : Problème homogène en u de Neumann, homogène de Dirichlet en v=v1, et 
inhomogène de Neumann v2 à flux constant 


Prenons un autre exemple simple pour le problème homogène en p, avec un flux constant sur la 
surface v=v2 et une valeur fixe nulle sur v=v1, on a : 


af =a =1 et Ви =8} =0 

v v v v а, OT V, 

aï =0 В, =1 f,(u,g)=0 af, =1 8, =0 Лр) = Ф, 38 TD Le, 
AUT +v, ду m" 


Terme de valeur propre nulle — af + 8) = ана) 
1 1 
H> 


3 3 
2v, [du ufu +v. o, 2,0, [us +v, E = (u? +v) 
SN i 2 2 = 2 2 

Y m Sai | Зу, D - 4, ) 
Le développement en série pour ce même problème, ой seuls subsistent les termes en m=0 : 
муз (и) = Jo Us u) Y, Vis и) H H2 t J, Din ш) y (apr ul 


J, Ge ) 3 Y (age pr.) $ x J, ИЕ H, ) d Y (ди, ) 
{ма ш) = t o) 

2 
I, (д; v) K, DÉI v) Муг '(v;) m 1, (are v,) K, DI va) 


Kid == 


m,n 


Non (v) = 


1, E K, E As 1, (ay. ) K, DO 
2v,®,, D m E ez 26, fau u Мае (u) и? +v," 
An (n E H 
Зиг") (мш = p ast ao) INE (a) 
äis ul v ans e| Lv) K (apr 2] 


J 
J, Vin DN i Y (^u) B 


4, = 


= M < HH 
ОРА жы) к) 
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Exemple : Problème homogène en u de Neumann, homogène de Dirichlet en v=v1, et 
inhomogène de Dirichlet v2 à valeur constante 


Prenons un autre exemple simple pour le problème homogène en u, avec un flux constant sur la 


surface v=v2 et une valeur fixe nulle sur v=v1, on a : 
и Bt =Q 


H _ „À, H 
du po =1 et щ ~m 


a, =0 Bel j,(u,p)=0 


Vi 


a, =0 B,-1l f,(59)-T, 


Terme de valeur propre nulle = А, m + p, beg = {o} ERA Log Z J 


=T, 


Ho 
2т, [аии " M 
i v 
= 4, = A = 2 Terme de valeur propre nulle = T; — >H 
v v 
Vi (u? = д’ )Log 21 vLog| = Log 
Vi Vi 1 


Le développement en série pour ce même problëme, ou seul subsiste le terme de valeur propre 


nulle : 


J tts „4h u) Y, (де и) Í (ди; ul y (д ш) 
M}, »H2 =. AE > ДЕ > = 
= TE А, ) Y (agr u ) ki ч J, E H, ) Y e H, ) 


arg UPME. UDS - n (ME а Һау) Sätz) 
hot TTT A Mr dë, 
m Т p. Re) 
xm $ 27, [au ТЕ À m ul 8) 
m (мр; 5 (2,)) - H, (ме; ш (4)) Jk: » (v3) 


tod | 
v 
=” T ns (u,v) = Т» 77 
Е | 
V, 


Si l'on a le problème suivant, avec deux températures distinctes, on trouve immédiatement 


и ун — и _ ри _ 
Өш 0 1 et Ho m 50 


a, =0 B,-1 f, (u.0)=T, 
200 
ар : 


T(u,v)= T, e 
vd" о") 
V, V, 


otre) ru) 


D 


-| (Mn). via all ый 


V. =T, 


V2 


„ =T„ f„(t,0)=T,„ = T(uv, 
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Paraboloide semi-creux de révolution soumis à des conditions aux limites dépendantes ou 
indépendantes de l'angle azimutal 


Exemple : Soit un paraboloide de révolution creux \®у,›®)е © =[|0,uo]x[11,v2]x[0,27] dans lequel les 
conditions dépendent maintenant de l'angle azimutal sur le paraboloide de révolution : 


1 ia, Leg, ув), rU, 1_д?Т(ш,у,ф) _ 


0 
u? +v? ди? u ди ду? v 6v 2 
(и,у,ф)є О = [0, шо |< vo ]x [0.27] T(u,v.@) fini 


Cas envisagés ` Dirichlet ou Neumann => a, e {0,1} В, e {0,1} a, d e {0,1} А ‚+, {0 1} 


uv? 8p 


и 


4 OT(u,v,@) 
aï =1-Bf ay, =1- Ву œv, =1- Ву, Ta Ва TUVO) = fu (Ф) 
Ho +V H 


H=Ho 
ay,  ÔT(u,v,p) 


v av, — OTQLV.Q) | qv 
Ву Tuvo) =-—fy (1,0) : rB, T(u,v,p) = fo, (40) 
ш? +v? ду ш? +v, ду ? | 


Problème que l'on sépare e 
direction и: 


10 š 


n deux sous-problëmes avec d'abord les conditions homogënes dans la 


o. OT(u,v, Ф) 


+B" Т(и,у,ф) =0 
Vu +v? Së ü 


H=Ho 


ay, OT(u,v, 7 ay, OT(u,v, 7 
2 = Ф) By, T(u,v, P) = zn (и, Ф) > Е p) t H. T(u,v,p) = f, (а, P) 
l'u? m v lu? +v, v 


V=V, 


V=V) 


Et celui homogène dans la direction v : 


a! 
= ere +8 TUVO) = 7, (У.Ф) 


и=ш 


2 
uy +v? 


a} ay 
Vi OT(u,v,p) Co T(u,v,®) — 0 2 ÔT(u,v, p) 


+В; T(u,v,@)) =0 
FE ду " |u? +v? ду 


V=V) 
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Toutes les fonctions limites sont décomposées par symétries azimutales : 
Jy, (U.P) = fy yax P) fo, yax- (40) + fiy x50) * Л, y x (u,0), 
sachant que f, (H.P) = fy, (u,2z + 9) 
f, Gee) +f, (шя -@)+ fy, (и,—ф)+ f, (u.,@- Zm) 
4 
f, оф) +f, (u. m -9)- fy, (UP) fv, (U.P - 7) 
Jee (HU. @) = л 


f, (u. @)- f, sz -9) fy, (UP) fv, (H.P - 7) 
IO (H. @) = 4 


J, Gee) - fy, (UT -9)- fv, (Us P) + fy, (UH: P= z) 

Jeu o9) Ka A 

Л (u.p) = Л, ух. Ф) + fy, y x 050) * fy, y x+ (u,0)+ f,,y- (1,0), 

sachant дие f, (и,ф) = fy, (u,2z + 9) 

А, (ш,ф)+ fy, Quz -@)+ fy, GGs-9)* fy, (H.P — z) 
4 

h, (UP) + fy, (u.a -@)- fv, u,—0)—- fy, (U.P - 2) 
4 

fo, 59) - fç, (H.T Фф) + fy, (Us P) - fy, (UP — m) 
4 

А, (UMP) fy, (ия -@)- fy, Gs-9) fy, (U.P — zm) 

Sv, y- x- os) = 4 

SCH (v.o) = Su, ys xs (Ф) + fu y+,x-(V+0) +S uQ y-,x+(V+0)+ fu ru (v,0), 

sachant que ў, VP) = fu (v,2z +@) 

fa бф) (v.t — 9) fa (779) fu (V.0-7) 
4 

Í 059) + fu TP) fu WP) fa I9 - 7) 
4 

Ju (v.9) - fa, (v. -9)* fy, (v,—@)— fy, (v. — m) 
4 

S uQ >P) fu VT Фф) Ja (V, Фф) | fu, (V.@- 7) 
4 


Jaya x+ (P) = 


Jun xs e) = 


SCH ,Y+,X- (u,@)= 


Re ,Y-,X+ (4,9) = 


Fun PEI (v, p) = 


Su, y+ x- (Ф) = 


Suti (v.@) = 


Í -—X-— (v, Фф) = 


Chaque type de symétrie implique un terme azimutale sous la forme Соѕ(2тф), Sin((2m+1)), 
5іп(2тф), Соѕ((2т+1)ф). Pour les fonctions propres que l'on soit dans le problème homogène dans 
la direction и ou v, l'indice m sera donc tantôt 2m, ou 2m+1 suivant le type de symétrie de la 
décomposition des conditions aux limites. 
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Les fonctions propres et normes pour les solutions homogènes en L, respectant les conditions aux 
limites, deviennent : 


мі (и) J us, и) 22, q a" ab utu, e BE atus )- 0 


me Û, ' D? и + Û, (azo, Di L= = с 
"ES 2 2 Ho (aze, f 
| OH > 


Les fonctions dépendantes de v pour les solutions homogènes en u, en respectant les conditions 
aux limites homogènes prennent la forme : 


ONDE (V) o SCC 1, uv) K atn, v) 
ol SC - Ви Му? ‚Ж =0= №0": (у) SES TN Ar Ue) aam, F вк еи) 
DCH l I 1, ats, v) K, n, v) 
Ит RE авна AE 


Les fonctions propres et normes pour les solutions homogènes en v, respectant les conditions aux 
limites, sont: 


Muse Jf v) А ACÍ 
e o деу у) B; Ји) ау ду, (Ау) Ву у, rev.) 
n E I E А (un) e v v) 
"" ara, rev, e Boer.) av amey av, )+ Йу, e, 
ае „(йу v) _ y (Ause v.) 
m PO ar av el ayayay, Gaz ]- Ву TE 
e „(ше va) _ y (as. v.) 
mr a av.) Ву Jue) ate Ya v )- B; Y, rv.) 
Wl us J„ (Aver) Y, (v) 
= 2 "on WT три) B: rw) ar AY, m JE X) 
NEU ebe Jv.) : y, (ar v.) 
д» CE дуку rtv) Ве J rw). ar (Arev. Lë Y sre) 
v) (руз eJ + (Ng ey IM 2 (рл у] «(No oy 1-7 
2 Ea nm 
Ie = F | 
Les fonctions dépendantes de u sont de la forme : 
Ma (a) AA Ma, (= AD 


ei AMI, T> ? po J+ B^ LAS uo) a^ Ape LA us )+ BE In (ie uo] 
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Les huit intégrales par symétrie azimutale du problème homogène en U sont : 


i zb SH ua? +v, de fo ya xs (H, 9)Cos(2m 9) 
( и ud „N Se (vi) - ol, NA, e) 


Hott, X+ __ 
V1 2m. 
KIELEN (ll 
"o (un. uu? ev | аф fy, ys, x Qi 9)Sin((2m +1)p) 
2 Í du u 
E 0 (уг? +V ^ BIN PE (vi)- AY NY n К) 
Hg ,Y+,X- 


у,2т+1,п„ 
che, vol 


de. a (us. uM +v? | do f, y x+ (t, 9)Cos((2m +1)p) 
2 [au u 
0 (н + Вуд, el ai ми ell 
2 
lut... cl 


HE ali zu? | ар f, y x (0190270) 
d (Je +v? (NDT, Gei ayna, GD 


шо, —„Х+ 
у,2т+1,п„ 


Ho Y—-,X— __ 
V1,2mM,n p 
л(1 +Ô2m,0 ICH À vil 
Ho J2m (us. ny и), u? +v” jæ Jv; Y+,X+ (и,ф)Соѕ(2тф) 
2 Í du u 
0 (a, AS '(v3) +V u? +V, ОВ), Noma mm 
Ho, Yt. X __ 
V5,2m,n,, 
z( + ban HOCH | «ү 
| 2 ` e 
Ho J2m4l (n. H ш? Tva Í do deeg, (и, @)Sin((2m + 1)р) 
2 Í du и 0 
Ge (NSR, a+ J eve! BE, NDD, (2) ) 
Hg Ï tA бы 


уз,2т+1,п„ 


che, Go 


Ho Jom+1 (uns u d n T v Јав fux (и, @)Cos((2m + р) 
2 [au u 
CRETE ramum 02) 


0 
che, vol 


Mos¥—,X+ 
V2 2m +1.7, 


A Jost H do fy, y-,x-(H.@)Sin(2m@) 
2 [aun 
ee 9 (eS PERMET NS, 02) 
Mox ye ls 
V5,2m,n, 


л(і + 02m DU ñ 


Problème aux limites de Laplace — système de coordonnées paraboliques de révolution - 701 


Les 4 intégrales dérivant des conditions inhomogénes en Uo, et de la symétrie azimutale du probléme 
homogène en v: 


V5 Муун, (v? + Ho С Fiir Y+, x«Q. p)Cos(2mp) 
2 [avv 


vi (W + EMI (uo) att MI n, (до ) 


n2 > Zi 


v, Nom, п, (yv? + IL S ug, Y+,x-(V> @)Sin((2m +1)@) 


2 [avv 
n (V +u? BEM elei ET) 
Via TX _ 
Lo,2m+l,n, 
| du. Of 
v, Non, п, (v? + Ho SR Jay x+ (V, @)Cos((2m +1)р) 
2 [avv 
n ( Vv? š; us Mia, п, (uer a MS e (а) 
V ,v2,Y-,X+ _ 
L,2m+l,n 2 
SC v) 
„Ми + | de Sux-x-(V.O)SinQme) 
2 en 
hui м/о u Lo 
Ví y Y= X= __ ( " + o° e Муж», H )+ at M amn, ()) 
HO 2m,n, 


тт 


2m,n, 
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Donne une solution générale du problème de la forme : 


T(u,v,p)= 


+оо +œ 


2:2 458. us (a, a Dn (v)CosQmo) + 


т=0п„=1 


+оо +œ 
DIH Jana tt dein, ANY Sy, (v)Sin((2m +1)@)+ 


т=0п„=1 


+00 +œ 
DR с, Jana lat deel, u jN 12 ( а) (v)Cos((2m +1)р)+ 


т=0п„=1 
+оо +оо 
Ug ,Y=,X- ( Ho ke Я 
Z Ka 2m,n„ Jom Von ny P NY amas, (v)Sin(2m@) + 
m-ln,-l 


homogène u 


+00 +œ 


Y Y де (un UNY, (Cosmo) + 


т=0п„=1 


+оо +œ 
2 >: AE Jom (us. n, uNe, ( n. (v)sin((2m T 1)p)-- 


т=0п„=1 


+оо +оо 
Ho TX D ko A 
ч 2 224 чү, Jim Za), n, H 2m+ln, (v)Cos((2m + 1)@)+ 


т=0п„=1 
+оо +оо 
ug, Y X— | Lo vo: x 
> DA ы Jom Йот, H 2m,n, (v)Sin(2m@) + 


m-ln,-l 


+œ +œ 
+Y Y'A" м (и) (v)Cos(2mp)+ 
m=0 n, =1 
+оо +œ 
YY USE Mis (NYG, (v)Sin((2m+ 1)p)+ 
m= On, =] 


homogène v 
+00 +œ 


+Y a X м | Il, (v)Cos((2m+1)@)+ 
m=0 n, =] 

+œ +œ 

> DAYRE Mb, NT (v)Sin(2mp) 


m=] n, =1 
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Prise en compte de la valeur propre nulle 


Lorsque la fonction propre azimutale est de valeur propre nulle, soit une constante, alors les 
solutions en џ et v sont des fonctions de Bessel et Bessel modifiées d'ordre zéro. Elles ne changent 
pas de nature fondamentalement et elles sont aussi prises en considération dans la sommation de 
la série. Le seul cas ой la solution de valeur propre nulle change de nature est lorsque 

m=0 et А, =0 problème homogène еп u 

m=0 et 20,2 =0 problème homogène en v 
Et dans ce cas nous savons vu que les fonctions solutions sont de la forme A+BLog(u) et C+DLog(v). 
La forme qui s'impose en respectant les conditions aux limites homogène en и (resp. v) est 
constante en (u resp.v). Dans ce cas les conditions aux limites homogènes en u (resp. v) sont de 
Neumann de part et d'autres. Il vient par la prise en compte des conditions aux limites 
inhomogènes : 


Problème homogène en u оң, =1 et =0 


ш и PE +v, 2 


2л 
V2 [au [а Jo, (11:0) 
: Ë Bu + By, vov? +v; Ë "uf, 8) 3 
ër 
A 
[ 2x 
Dë EE [de ШОК? 
d Ё EHNEN É В) 0 
Vite 
M 


Si B, = В, =0 Ay et Ay sont des constantes quelconques 


Problème homogène епу ay =a„ =1 et Ву = Ву =0 


V2 2r 
[avv [do f£, 6.0) 


Ho У 0 
4 ch 2_y "ler 
2 1 Ho 


Si В, =0 AP est une constante quelconque puisque 
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Le jeu de fonctions propres est le suivant pour les deux problèmes homogènes en и ou en v : 


Problème homogène en u a, =l et B =0 


әш, Y 


мі) AAR, u) а, q Inla) и, оо] = - 


Problème homogène env a; =a„ =1 et Ву = Ву =0 


LY) x uev] m Ju) rmm) 


USO ши) Yemen) tue) „шы 

Т Abu) Larry) „nv. АЛАЛ rar) 

Nai б pres) El ОЮ Cl, 

(мн и) р (м ef т 

2 KE un 
Nae) = Ñ 


Soit la solution complëte pour le problëme homogëne еп и: 


K v 
Annet = 4 (et, за) 02777 E 
1 


о, оо +оо +оо 

> > AR in Di n, us? ( n, (v)Cos(2mo) * > Еа Alan Аты, n, КОШ n, v )Sin( (2m + 1)р)+ 

m=0n, m=0n, 
+œ +œ +оо +оо 

d p» 2 Ama, Jan Хоља, a, ( n, (v)Cos((2m + 1)р)+ +> 2, Pris ^. Jam (us. D wh Se (v)Sin(2m@) + 
m=0n, m=ln, 

ES Ze Ү+, X+ МА Ai (и Wii NAA v)Cos(2m "am Ү+,Х- J (us UE (v)Sin((2m +1)р)+ 

= v5,2m,n,, 2m,n, 9 el v5,2m«l,n,, 2т+1 2m+l,n, H 2m+ln, 

+œ +œ dos - Т 

T > > d ide ЖИТ Жолы, n, uvis, ( n, (v)cos(( 2m + 1)р)+ Y 2, An am, nu Jom DI n, hi, (v )5їп(2то) F 
m=0n, m=ln, 


Et la solution complète pour le problème homogène en у: 


и 
T, v, (би,у›Ф) = С uo 


+оо +œ 
VpV2 


+œ +œ 
+) аа EM dem (у Юто) Ань "MI, UNT, (v)Sin((2m+1)@)+ 


m=0n, = m=0n, = 


+оо +œ +00 
+2 D зли Minas (н INIA n (v)Cos((2m + 1)р)+ pA Mu QNT, (v)Sin2mo) 


m=0n,= m-ln,- 
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Pour fixer les idées et simplifier un peu les expressions on va considérer le cas du problème de 
Dirichlet oà toutes les fonctions limites sont constantes mais de valeurs distinctes : 


f, (шф)= ft, У, (шф)= Т, fu (v:9)=Tu, 


Іа simplification consiste donc à пе retenir dans tous les problèmes que les termes de symétrie 
Y+X+ et dans ces derniers que le terme т=0, de sorte que la solution ne dépende plus de l'azimut o. 
Il vient pour les fonctions propres et fonction de l'autre variable : 


ао af п al 


2 2 


м&ш= ДЫн) А tq Aën häss = 


E Ao V ) Ko Aon v) м va (v vV) = To m v) Ko Di v) 
I, la 002 ) Ko (av, j^ To mm ) Ko mm ) 
) Y, Die " Дд Jo Die Vi ) Yo Lu WW ) 
0 nam ) Y, (уугуу) D Jo Ur, K: Y, Be 2V2 ) 
Ji Di "el Y, (agra) ри» _ D n? Va ) Y, Die Va ) 
Jo (ду; K v] Y, (дуу) e ES Jo (дуу) Y (дуу) 
(ру; (v y Yd (ру et (v. E. 05 (3) tvi Dy, Ke (vi) уру? (и) viDo;; ? v) 
2 2 


Jo? v 
No” (v) x È Ou 
J 


tq 


Dj (v) = 


base = 


Dons се cas оп peut calculer les intégrales des fonctions de Bessel : 


Ho Ho u 
J À 0 
LT My, (u) = Jeux J la u)= NAD 
I 0 
0 0,n 


мро? (v2)- "Din (vi) 
EMbe 
0,n, 


V2 
De méme | dvv №" (y) = 
0,n, 


Vi 


Ce qui donne pour les trois intégrales restantes du développement en série : 


2T, 2T, 


Ho, Y.X _ Vi до ++ _ ¥2 
vi On, Ho [ Mi V2,0,1„ Ho [ Ho Mi: 
AN, HoJ1 ME, Ho On, (и) Jo Ho on Ho On, (2) 
2T 
Lo уур, X + _ Lo 
Ma, (us) 15 4, a 2m,n, 


(р Б? (v3) +V1D, D pa sa (y) for SE 


Soit une solution de la forme : 


= uu) [| nm мб) TN 
Hegle be sl app) отнш шош 
u d tu Wi 
ë т пи) 


u DE PS ЖЯ; 7 = №" (у), partie homogène v 


malon VaDos ? (2) +V1Do Vi j 10 2 uo) 
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T, =T„ #T 2 GER 
Lorsque "^ "^" "^, alors la solution peut s'écrire : 


1o (age, vk, (uv, z Ko Lay n vo Loi, М (v) = To Aan, v), (^ v, )- Ko Loi и), бу, ) 
To (uv, Ko Gr, ) 1, (uv, Ko (uv, ) 
Ne v) Neo) nhat v)k (а, ) K. A Leah (uv, )- 1 lav.) 
= v1,0 | буу» ® Lo 
Non, (vi) Мол, (v2) 1o (age n vi Ko (ag d'A Ko (age n 17 [Ку 
«m Jo (age, u) Io D? DI (меу, j: Ko (av, L Ko DI „јр, (меу, E 10 (uv, J n 
п, =] À „шо, ES п m Ig m. п Vi Ko (ию v, )- Ko "m. n V1 ЈА Liza, 


Му? M 1 у» ) 


0,n, 


Non (V) = 


T(u,v.@)=2T, 


Se 


Шиѕігопѕ maintenant une solution avec une valeur propre nulle pour le problème homogène еп и 
de Neumann, homogène de Dirichlet en v=v1, et inhomogène de Dirichlet v2 à valeur constante 


Prenons un autre exemple simple pour le problème homogène en u, avec un flux constant sur la 
surface v=v2 et une valeur fixe nulle sur v=v1, on a : 


а =1 €f Bj, =0 
ay, =0 B. =1 fa (u.@)=0 
a, =9 fy, Е: У, (u.9) =, =? Т(и,у,Ф)|, =, zb 


Ho 
2T,, | H li 
Т, v T Vi 


V2 


= Aj' =0 Ду? = 2 = Terme de valeur propre nulle = Vote | = T, 
vital" vae $t Log | 
1 Vi ¥1 


Dans le développement en série pour ce même problëme, seul subsiste effectivement le terme de 
valeur propre nulle : 


Mor, (u) = Jo (age, u) Aon, tq Ji (ae IE 0 [м 7 = 2 
Ho li 


= Aton, * 21, [dup J (a, ah (a, Re Ex уз RE 
9 Log 2 2 ) 
Vi 


Si l'on a le problème suivant, avec deux températures distinctes, on trouve immédiatement : 


Jt = HL 
a” =] et =0 
Ho B Ho 


ay, =0 B,=1 fy P) =T, = TNP) |, =T„ fuse) = T, = Т(,у,ф) |, =Т„ 
d li 
v Vi 
FT, 
9 zi j 
Vi Vi 


Log 


T(u,v) = T, ; 


"dog 
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Secteur de paraboloïde plein de révolution soumis à des conditions aux limites dépendantes ou 
indépendantes de l'angle azimutal 


Le problème intérieur aux limites le plus général de l'équation de Laplace se présente comme suit : 


1 [d T(u,.v.@) 1 ÔT(u,v,p)  д?Т(и,у‚ф) , 1 ôT(u,v.e) 1 GT) 
2 2 2 + + + + 2..2 2 =0 
u +v uv дф 


ди u ди ду? v ду 
(u,v.@)e Q E [0, MAR [0, vo ]x IEN T(u,v,p) fini 


Cas envisagés : Dirichlet ou Neumann > a, , Ві .0t, В, DI By E {0,1} 


?F uo 


Ho u v _1_ ON и 1 RE ? _1_ R? 9? 1. RPP 
Et aï =1- Ві ay =1- Ву al =1- 88 af =1- В? oi =1- В? 


о" OT V, 1 
CL. گے‎ PUR ge Tv = Cie 
Ho SE SS =u 


ol 
vi - OT(u,v,@) + BY T(u,v,Q) = f; so) 
deny à 


v=vo 


а? OT(u,v, o. OT(u,v, 
STD) er ptn c -füünv) TUE), ge TQ ve) = f° (us) 
uv ду E uv ду - 

Que l'on peut scinder en trois types de problémes : 

- le probléme inhomogéne en u, homogéne dans les deux autres dimensions 

- le probléme inhomogéne en v, homogéne dans les deux autres dimensions 


- le probléme inhomogéne en $, homogéne dans les deux autres dimensions 


On utilisera la simplification des coefficients des conditions aux limites homogénes puisque l'on 
envisage uniquement des conditions de Dirichlet ou de Neumann. 
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Le problème inhomogène en u sur le secteur de paraboloide plein de révolution 


Il s'agit du Ge suivant : 


St i T E Ву.» do dro , , € {0,1} 
B а =l- Bj, gë an, -l- D oi =1- p? o. zu FA 
a, ƏT(u,v, 
C.L. = - r p) +B, Т(н,у,ф) =f” Dei 
ge < d H—Ho 
, OT(u,v, " 
Vo тое) +p, T(u,v,@) = 0 


=0 


Ф=Фо 


aq С) pe Tv.) ; 2 + ge TQ.) 
ER eT ° дү i 


Si l'on commence par les fonctions azimutales sur un secteur d'angle фО, elles ont la forme connue 
et déjà calculée dans d'autres configurations géométriques (le cylindre par exemple) : 


D, (9) =a82? Cos[2 ek BE Sinta o) 
A, valeurs propres solution de az Ф, Ya faga? - В? j= А, Cos[2” eler as t Ве af) 
ө, ku Cosa? 0, )+ B? Sinka p, + Zi der o, L- B2Cos[22 o, y) 


2 
LA ei Б 2 + — "ru Cos? oh BE Sins o, Nagar Sin? ф,)- Bi Cosa? o, )- as Po 


ng 


D'aprés tous les calculs déjà réalisés, les fonctions propres en v, intégrales et solutions sont les 


suivantes : 
№ (O) =I Mv) Min D= Ly (Ан) 


p 
v ' AN "| лу qv v 9 v 
N, n, (v) и А, gn Je DEE A Béi E п, v)- 2? (s. ‚п, v) 

ng пр 


V 
Т uds Uu "T Je. „vo)=0 


Vo A / Jj «(Us (2; H 1- ES : : 
пп, 0 
DE ; 
Mi (и)= 1, (Ж ан) л), (H ‚л lk А, ,n, Le (a. ,n, m), D ‚л, Dä 
* Be 0 
7 2, (Eua Na +v јао „@Ф›Ф)Ф„ (p) 
[dvv "S ( 
з 0 С o. ,n, Le А, ‚л, ui, )+ N m +v? A 7169 £ 
B buch, e 
го) È S Aen di „ну, Lë. uh, ei 


п„=0п,= 
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Le problème inhomogène en v sur le secteur de paraboloide plein de révolution 


Il s'agit du problème suivant : 


a" ‚ВЕ at Brot. Beat Ba e (0,1) 
Et aj, =1- Ва On =1- В; о =1- Ва, ad =1- о =l- P 


Ho 


сл. ar TUMA | pu ray =0 a ® 
Ou 


Ss y; +B; Т(и,у,ф) = f, (u,@) 
= ду v=v, 
H=Ho 0 
Т Т 
ap TUE) ge mit =0 ag Че” pe Tv, e) =0 
ду а, ? ду ? 


Ф=Фо 
La solution est facile à calculer par permutation des expressions en p et v, il vient alors : 
D, (0) = az? Соз ф)+ B£ Sin, v) 
А, valeurs propres solution de ДИЯ Po Yos. fata? - pepe )- 2 ` Cos[2° e, Bt. at + Blat) 
Je „lagae cost o, )- Вот(а o. + (a62! sde @,)- Bt Cosas ell 
y zx (aga? Соз ф,)+ B? Sina! o, fagat Sina o. )- BE Cos(at o, ))+ at Be 


ng 


Mille [ки] NE) 


9 


RO Ал Je н) — bt. D 


Än, 4 Gan ЧА (as Ss wh + 6 J D (ae "à „ttg )=0 


9 


A 
u =H D "o u 
пу, Le NS Lo Jn, y le v A пот v.) 


0 


A КОО | +, ( zal E D | _| 


Ж =. 


non, 


А J 4, " m +» ан ol, (p) 
q; Mn, л, Le 1, 2 Ал, л, ré +Vo ds A ر(‎ А, л, 2) 


Wi 


T(u,v,p)= >> 2 A H BECH E 


п„=0п,= 
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Le problème inhomogëne en o sur le secteur de paraboloide plein de révolution 


II s'agit du problème suivant : 
H H У У 9 9 9 9 
Qu m ©,» Bn 0 ‚Во lp? Po e {0,1} 


HI эн v 51. RY H |]. gu" ? _1_ ре 9 n QP 
Et а, =1 D. a, =1 D. a, =1-B, Œ =1 В; ap =l Ba 


CL. ar TO pu Tovo) =0 ar ENP) e Tovo =0 
ди и=ш ду =o 
а? OT(u,v, EN дТ(и,у, 
о OUND) peTQuv p) = ey ТУФ) gr movie) = FP (nav) 
uv дф E uv дф 
ф=0 


ф=Фу 


Ce problème fait intervenir de nouvelles catégories de fonctions de Bessel non modifiées ou 
modifiées d'ordre imaginaire, à savoir en revenant à la séparation des variables de l'équation de 


Laplace en coordonnées paraboliques de révolution: 
Т(и,у,ф) = MU)N()'Y(o). АТ(и,у,ф) -0— 


M"()+  M'(u) Je + ug = 0 NE NWO С = а wen -0 
u u v v 
P'(p)+ азр) = 0 
А ‚ [MWD AL, (a u)* B,K,,(q u) 
Cas (2) а, =q" et œ, =-р EE = а,2,„(ау)+ BY, (qv) 
М(и)= A,J, (q u)+ B,Y,,(q u) 
N(v) = AJ, (av)* B.K, (qv) 


V" (9)- pY (p) = 0— W(@)= ACosh(pe)+ BSinh(po) 

II faut établir dans quelles conditions ce systéme de fonctions en и et v forme un systéme de 
fonctions propres à partir duquel on peut développer en série une solution du probléme aux limites. 
La réponse est hélas négative pour une configuration pleine, mais positive pour une configuration 
creuse d'un secteur de paraboloide de révolution. A savoir que les fonctions de Bessel de premiére 
espéce ou de deuxiéme espéce d'ordre imaginaire sont à valeur complexe et bornées. Et d'autre 
part les fonctions d'ordre imaginaires de Bessel non modifiées ou modifiées présentent une 
propriétés de rapides oscillations autour de l'origine des coordonnées paraboliques de révolution, à 
l'image d'un cylindre creux et des fonctions r”, (aucun lien fortuit avec < rest in peace >), à savoir : 


Cas (5) а, = —q° eia, hl 


Développement autour de zéro de Sek q и) ои J, „(q v) 


ош NE Lee 
J = I = 
©) (3) Zens e Ce 2 ©) 2 Zuse Ce 
gu d 1 аў" É 1 qul 
L = i pLog (u) | J 
BE | 2 | `= = 2 J _ Tr DE! 2 


" DÉS CD ВЕ CD E 
Е 2) ST(k+r+1)k!\ 2 £T(k c 1) 2 


N | N 
М4 
N 
= 
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Cette rapide oscillation même si elle reste bornée la rend impropre à caractériser tout forme de 
solution , a fortiori de fonctions propres tant en и que v. Il s'avère également si l'on retient t et q 
comme paramètres pour les solutions du problèmes homogène, leur spectre est continu, car il est 
trivial de produire une solution qui respecte l'annulation au bord du domaine (par exemple dans le 
cas de Dirichlet). Si l'on fait face à une spectre continu, on pense tout de suite à tenter d'employer 
des transformations intégrales. 


Pour aller plus loin dans l'analyse du problème, les deux cas de solutions issues de la séparation des 
variables peut nous faire penser à envisager un développement sous forme d'intégrales de 
Kontorovich-Lebedev. Il faut alors envisager une transformation de Kontorovich-Lebedev 
complémentaire dans les deux cas (2) et (5). Mais dans ce cas on doit également trouver une 
intégration sur la dimension complémentaire soit en u, soit en v. Or il n'existe pas de théorème 
d'inversion commode pour une transformation intégrale avec les fonctions de Bessel J d'ordre 
purement imaginaire (dans ce cas il faut développer avec la partie réelle ou imaginaire de Bessel J). 
II se trouve qu'il existe bien une formule d'inversion établie par S.B Yakubovich dans une article de 
1998, « The Titchmarsh integral transformation by the index of a Bessel function », faisant appel à 
une transformation intégrale avec un noyau de Bessel J d'ordre imaginaire et son inverse 
comportant un noyau en fonction de Lommel de deuxième espèce. Cette dernière intégrale est 
alors fortement instable numériquement et ne se prête pas vraiment à des simulations numériques. 
Par ailleurs construire une solution à l'aide d'une double transformation intégrale de Kontorovich- 
Lebedev sur l'une des variables et de Titchmarsh-Yakubovich sur l'autre n'est pas une mince affaire 
théorique. 


Pour le problème général inhomogène en ф, on a donc fait < choux blancs > ! Ce qui ne veut pas 
dire que l'on trouve pas par séparation des variables des solutions particulières à des problèmes 
particuliers inhomogènes en ф plus simples. 


La seule solution triviale d'un problème inhomogène en ф serait le cas d'un paraboloide de 
révolution soumis sur les faces externe à une condition de Neumann homogène, et sur les deux 
faces azimutale est des conditions distinctes To et To, et dans ce cas la solution est triviale : 


) = To(Po —p)+T,00 
Po 


T(u,v.@)=T(@ 
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Secteur de paraboloide < semi-creux > de révolution soumis à des conditions aux limites 
dépendantes ou indépendantes de l'angle azimutal 


10 


Le problème intérieur aux limites le plus général de l'équation de Laplace se présente comme suit : 
1 (d T(u,v.@) 1 Tuvo) д°Т(и,у,ф) 19дТ(ш,у,ф)\ 1 OT(v.o) 

2.2 2 SZ + 2 m Tux 2 =0 

H +V ди H ди ду v ду Hv дф 

(u,v.@)e O = [0, u, |x uk [0,ф,] T(u,v.@) fini 

Cas envisagés ` Dirichlet ou Neumann = a Bio, Ву а, ,В’ oi, Bó Œg, Do є {0,1} 


= V = У Vou v # = H Ф_1_ ђе 9 —1.. ро 
Et aj, =1- Pi, a, =1- p; o. =l- fy, an, =1- Bi, aç =1 Во ag =1 Dj, 


v 


zë Tuvo) = ff (v.e) 
үш. tv ди | ' 


H=Ho 


ai, OT Vs v v ai, oT D v v 
= SE – В, Т(ш,у,ф)) (uo) — SE +8, Т(ш,у,ф)) =f so) 
vH +V, ду VH +V, ду 


° oT as OT 
[44 д (u,v.@) _ ? T(u,v.@) =-f?(u,v) Po д (u,v,@) + B? T(u,v,@) = ff (uv) 
uv ду uv ду ° b 


9-0 P=P0 
Que l'on peut scinder en trois types de problèmes : 
- le problème inhomogène en u, homogène dans les deux autres dimensions 
- le problème inhomogène en v, homogène dans les deux autres dimensions 
- le problème inhomogène en $, homogène dans les deux autres dimensions 


On utilisera la simplification des coefficients des conditions aux limites homogènes puisque l'on 
envisage uniquement des conditions de Dirichlet ou de Neumann. 
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Le problème inhomogëne en u sur le secteur de paraboloide plein de révolution 


Il s'agit du gie suivant : 


o, Ви EP Bi, A, > D. Er) à » Bo >a 2 M? 4 E 10.1j 
Et aj, =l1- Pi, a, =1- f8, a, =1— p; aj, =1- By. a; =1- B; az, cle 
au, —Of(uv, ; 
C.L. : nv. 9) +В; Tuvo) = fa (v,@) 
[| 2 2 ди 
Ho +V =o 
T T 
O a =0 а Л 
1 ду 1 yay. 2 ду ? v=v, 
OT „V, OT АД 
aç TEE) met =0 ag Че” + pe Sue =0 
ф=0 


Ф=Фо 


Si l'on commence par les fonctions azimutales sur un secteur d'angle pO, elles ont Іа forme connue 
et déjà calculée dans d'autres configurations géométriques (le cylindre par exemple) : 


D, (9) = oq4? Cos[2 ek Bẹ Sinta o) 


д, valeurs propres solution de Sin? o, Ya faz qu 


ЖКО = aq 


пө 


° B? )= 2° Cost ове ох + Bras) 


ө, ku Cosa? el BE Sina, o, ) + (£24, Sina? el Be Соз(25 o, y) 


=> ii Cosa? o.» B? Sina @ laga? Sale e. )- BE Соза 0, ))+ at BE 


D'aprés tous les calculs déjà réalisés, les fonctions propres en v sont les suivantes : 


v 
de s " 


Y E m v) 


v = 
Non (v) v ДУ du v Jy ДУ у ДУ ДИЙ 2 
Vi ^n, y A, Vi - B, A Ал, ‚п, Ou Ngy I Ал, „H, - Bi, Y A Any, n, V1 
У au v v Ay ' 
Ou Any, „©, A (ж n, 1y ^)- B; J 4, (a Ал, „п, k a, Ал, п, Ye (a An, ‚п, 4e B; Y A (a An, Jn m 
Ano 4 WI = v v vj] v ) 
Ay, Amin J 3e E Ngy v2)+ BY, Ј, Je, el ay, Аһ, EO Y. Ng Ny va j+ By, Y A? [ nn, V2 
пр 
v v 
7» br vı) Y» Dez, vi) 
Nin? (vi) T T 
m,n V Au ] v v v au ' 
Vi Ал, п, Наб [ „У1 = H. Je LG ol а Ay An, ‚п, Io m 1p My "E By, Y. A m n, My vi) 
v v 
Jy Ал, v) Ye (s, v) 
Мыл? (V2) = - 
mn v au EN v v ' EM 
v An n Jo (ar ‚п, v) B, Ј (ar n, v) [724 An, ‚п, Ye m non, e Bi, Y, AT ha n, n эл) 
1 пр ту 1 пр Р 1 пр 
"|У "|у 
NY '( ) J (az n, v) Y, UN av) 
D, Hy 1 Ж р” (v )= пр Ф пр 
v UO ng, 1 aï v ( v v) v ( v ) v av m E n УИ ) 
d, Ay, An, ‚пл, Ce Roy viJ- By, Te. n, n, HI Uy, Алл, De n, Ny Hi B; Y A Ng Ny Vi 
[2v v 
NY „ '(va) д Dës vo) Ye Wan, E 
ply _ NY ES "р 
ËM m D, n, (vo) oi a Kä v v J v 
пт Uy, n, Ny Ka Do ny Vi m j^ A n hy Vi a, An, à; Z An, n, V m Bi, Y. A Angin, Vi 
2 v v laz.) 2 v _ k А, f 
D, n, (vo) + N, n, (vo) 1- 2[.v =V D, n, (vi) +W no.n, (vi) 
- 2 V2 Ln, n, vj SC 
[у „Ф| = 


2 
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Les fonctions en и sont les suivantes : 
9 


м; (д )=1 1, (к, ‚л, u)2 ON (до) = А, T Le (a E ol А, ,n, Ni Z E m u)- — n uj) 


Ho 


Les intégrales dérivant de la condition inhomogéne en po, ainsi que la solution deviennent : 


| CNS d do f] (v.9yb, (p) 
dvv 
' (e ds — Я ie А) 


HO. = 


Ha, Du 


го) XX 4,1. s „Ф) 


п„=0п,= 


Le problème inhomogène еп v sur le secteur de paraboloïde semi-creux de révolution 

II s'agit du probléme suivant : 

at ,BE „av Ву заз ‚Ву ag, Bea „Во e {0,1} 

Et ар =1—-Й a,-1-B, о) =1-fB, a, =1- Ви œ =1-B а =1- В 
‚ ӨТ\ш,у,ф 

CL. aï ше + pt И; =0 


H=Ho 


v v ai, OT E v 
i Fe) E EP, SFE 
Ju +v, Si Sg uv, Hé = 
ag TUL) ge ruv, 2 =0 oi ашм.) , ge T(u,v.@) =0 
ду EE. ду 


Ф=Фо 


Les fonctions propres azimutales restent identiques au cas précédents, еї les fonctions propres еп U 
sont des fonctions de Bessel J : 


P, (p)=a ^n, Cos(? ф)+ ps Sin(a? o) 

А valeurs propres solution de sin(a o, fos Jagat - Bi Lo, i А Cosa, o, le: oi +B; a ar) 
END Lo cost p,)+ Besin! o. (0225 sin[22 o. )- 02 cost o, ) ) 

|o. e| =; 


2 |. E (аел Соз д + D'adr agar Sin[2 e, n BE Соза Po )« oi Bs 


MD 


: 


MI =3, (н) MI Mate O a MER J. (д „н)-— 


Ara, 4 бб a a (д n, DAD Jy D Am ux 


Hu 


0 
| a 
a ( D Ur Ho ) 4 (J д, (Z, л, Ho) Jr - Cl 


|м: = 
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Les fonctions en v , les intégrales et la solution deviennent : 
H H 
WI „ (v) = E ^ Al E um 
à, A aT (ar n, v.) D Je M (27 non, D a, À, K, SES ap B; K o (az ul 
WUES kel 
N° (y)- | и 2 
ы gl (ae „v n, - B; Je 4 LG Ro v) q, A, Em K NT p 2 Lu 
r АЕ кф.) 
С ET. в n GA EM keck 
a, Ron Ron v; )+ B, Ka n, n, V2 dy, no Hu Ro V2 TB, m LP 
б 1, » v) K „(ae n v) 
N (v) EOS. SR v ee 1 Se v 
Ж a, A, n, D. KS us n By Ly (t vi) a, 4, п K, (д, V, + D, K, me va) 
ng 


ЖОЛ | do f; (и,ф)Ф„ (p) 
du u 
| i E. evi BNI, (w) ay Муз, қи) 


Т LAC O 

"(уи +v, | do /;,(би,ф)Ф„ (p) 
d 
| le; +V, PNZ (у) +a, М,» O '(v A 


С pur Go fo. of 


туф) = 3 Y (AY, N (у)+ A, М?” (V)ME „ Q0, (9) 


nq =0n „=1 
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Le problème inhomogène en ф sur le secteur de paraboloïde semi-creux de révolution 


II s'agit du problème suivant : 
u u v V< V v P RP 9 Ф 
л? m? Cv „By, ‚а, „Py, so „Bo د‎ Фу € {0,1} 
H _ H Кыш V W eani v H _ H por 9 pes Ф 
Et a, =1-В. а, =1-В, а, =1-B, a, =1-8 œ =1-B ap =1- В, 


Ho Ho 


v ОТ(и,у,ф) 


CL. ан TUYO витоцу у =0 ar ZENA) e Tovo =0 
ди и=ш ду =o 
а? OT(u,v, EN OT(u,v, 
GP) Graul tim CETUR ү ge sve) = FP (n) 
uv дф u uv дф 
9-0 


Ф=Фо 


Ce problème fait également intervenir de nouvelles catégories de fonctions de Bessel non modifiées 
ou modifiées d'ordre imaginaire, à savoir en revenant à la séparation des variables de l'équation 
de Laplace en coordonnées paraboliques de révolution: 


T(u,v,p)= М(и)М(У)У(ф) AT(u,v,p)=0 => 

morima, +2 ua =0 set: ven (а EJ — 0 

u u v v 
F'(p)+a;F(p)=0 
2 2 М(и)= A,1,,(qu)+B,K,,(qu) 

do c ou ps = AJ, (av)+ B.X, (av) 
M(u)= AJ, (q u)+ B,Y, (q и) 
NV) = Al; (qv)* B,K, (qv) 
V" (9) - p^W (p) = 0 = (o) = ACosh(pp)+ B Sinh( po) 


Cas (5) а, = —q° ea, hl 


II faut établir dans quelles conditions ce système de fonctions en и et v forme un système de 
fonctions propres à partir duquel on peut développer en série ou sous forme d'intégrale, une 
solution du problème aux limites. Par ailleurs comme dans le cas du secteur plein, il y a une rapide 
oscillation des fonctions de Bessel d'ordre imaginaire autour de O, tout comme la présence d'un 
spectre continu du paramètre p. 


Illustrons le problème par un cas très concret dont on peut voir qu'il n'y pas de solutions évidentes. 
Le voici dans le point suivant : 
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Application de la transformation Intégrale de Ya.S.Uflyand-E.A.Yushkova à un problème aux 
limites sur un secteur azimutal de paraboloïde de révolution « semi-creux » 


Soit le problème aux limites de Dirichlet suivant sur le secteur de paraboloïde « semi-creux », 
inhomogène en angle azimutal : 


и? +v? du? u ди ду? v ду uv? дф? 
u € [0.1] velmv.l 9 elpo] 


T(u,v.@)|„.„ =T(wu.v.@),_„ =0=7(uv.p)., =0 Thuo) p =f(uv) Tuvo) 


2 2 2 
АТО) = _! 2 T(u.v.@) ‚ 1 ôT(u.v.@) Tuvo) 1 E 1 OT(QLv9) 9 


= fuv) 


9-9 


5 


Les faces d'angle azimutal constant sont faces des tranches, ici en brum. La face u=u0 est la verte. 
Et les deux faces v—vl et v—v2, sont les rouges. 


Introduisons une transformation intégrales similaires à la transformation de Kontorovich-Lebedev 
dans ce qui suit. 
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Transformation Intégrale de Kontorovich-Ya.S.Uflyand-E. A. Yushkova (transformation de e 


Kontorovich-Lebedev) 


Pour toute fonction f(x) sur l'intervalle [0,a], telle que f( a)=0, si : 
Í - continue par morceau et dont la variation est bornée sur tout intervalle [x;,x2] de [0,0] et 


2 - telle que l'intégrale est finie : f ar VN Ө Sg 
o x x 


Alors cette dernière admet la représentation intégrale suivante, pour x € [0,a] modifiée de 
Kontorovich-Lebedev, il vient : 


AM. (x,œa) =I; (x)K; (a)- 1, (@)K;, (x) F (r.a) = far foy Mila) transformée 
2۳ А м,„(х,а){ M; (а) = 
Јо) = — | dr т Sinha 2) | dt f (t) —— p 3 
X л? | TENE (é © IL. (a)° | і f(x) = = Í атт Sinh(x re Fe) transformée inverse 
T 9 T; (Œœ 


Avant d'appliquer cette transformation pour résoudre le problème aux limites démontrons la réalité 
du noyau. Pour la fonction de MacDonald K c'est relativement évident 
кх) к) KG) К (x) - Kj (x) K„(x)exR. Concernant la fonction modifiée de Bessel I, la 


combinaison linéaire suivante est réelle : ү, (x) (4,(x)+1.,,(x)eR- De méme la formule de 


2Sinh(z) 
connexion en les fonctions de Bessel K et I d'ordre purement imaginaire est la suivante : 


Ki (x)= M (к)- n.) 


M 2iSinh(zr) 


Partons de la combinaison du noyau, on montre qu'elle est bien réelle : 


Mir (x,œ) = lir GK; (a)- L (a)K;, (x) 
äer). (Jr (s) 
T 1. 


E (х) E TANE Ё л 
=> Ms (so) e ЭМИ, (ye (a). 1, (o) (s) = М (sa) R 


сш кузе д, 


IT 


On peut légèrement modifier la transformation d'Uflyand : 


xoó-yx a->y xq 
M; (Ey xo) =M; (y ху xo )= Mon xs L (y x)K; (у xo)- lir (y xo Ke (y x) 


2 T H M lE,y a) f M; (С.у xo) 
=> === | d inh —— |d === => 
7) SS | t t Sinh(z т) in. xo V | e) c 


M. 


IT 


|; 


+œ 
> f(yx)= ee [ ат t Sinh(z т) 
193 28 


— f(yx) = = Í dt t Sinh(x r)i W00) АА хо) [а пу) Мә) d xo) < e pe f(x) 
0 
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Et Гоп obtient la transformation suivante : 


M; (у,х,х)= L(7x)K vxo) Ti (vxo Ki (vx) f( Т; y,x0)= -fa joe) transformée 
2 `Ç Ў М, (2x0) (1%) = 
fix)2 — | dz z Sinh(a 7)—————- аро ло, 
( ) л? | ( ums I" 7*0) | Til + Í dr t Sinh(z ж Y Xo) transformée inverse 
T 
0 


Voyons s'il existe une combinaison linéaire réelle existante, cette fois des fonctions de Bessel J et Y 
d'ordre purement imaginaire. Tout d'abord les deux combinaisons linéaires suivantes sont par 
évidence réelles : 


F. (x) = 


elei „ (s) = RECO ев оао) б) = EN а 


= а 9, (x) = 
2Созң ZE ш ) Cosi Z) =) 3 Sina ZE.) 
2 2 2 2 


La formule de connexion entre les fonctions Bessel J et Y d'ordre purement imaginaire est la 


| All A (Y, (x) Cosh(rr)r. (x) 
suivante : anim у (к) = ———(Созҗлт)л„.(х)-./„(хЎ- 
Jb) g r= Contes Q0) PUE 


Partons de la combinaison linéaire suivante : 
MOTORO TONA TOTA (e) 
iSinh(rr) 


=> EET el, А OL y, Gv) 5, (e), 
Egalement Ji (Gr SZ, (a), (x) ES E KZ, ae „(x zer d É „(a SZ, e Ji SE, ei 


Ji (xY: ()- 2. (y (x) = sias) RU (x) Imt; (œ) = Imt, Lal Bel, er äi 


Sinh(zc 


Donc la combinaison linéaire suivante est réelle : j. (x)Y, (a)- A. (av, (x) e R, €t au passage on a 


établi la correspondance avec les parties réelles et imaginaire des fonctions de Bessel J d'ordre 
purement imaginaire. 


Revenons au probléme aux limites de Dirichlet suivant sur le secteur de paraboloide de révolution 
tronqué 


ve)... = Tvs), = Tvs, =0 Тир), „= lev) Tuvo). Ao), 3d 


deux choix de solutions avec les variables т ,y issues de la séparation de l'équation de Laplace : 


() 3 I Qu)K; Quo)- Li (uo )K;, (vu) 
N(v) = Y. (v Js (уу) Ji Qvi Y, Qv) 
(2) a Y; (уно) (yu)— Ji (yuo )Y,, (yu) 
N) = І, (уу)К, Qvi) 1,, (yv, )K,, (yv) 
_ Y Sinh(y(o-p))  „ Sinh(y(@. -@)) 
s ^ Sink (p, — 1) Оо) 


Que Гоп construise les solutions avec les fonctions de Bessel ои de Bessel modifiées d'ordre 
purement imaginaire, les conditions de finitude de la solution doivent et sont assurées. Par ailleurs 
le respect de la condition aux limites homogène sur u= u0 est assurée par la forme de la fonction 
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utilisée. De ce fait le spectre des valeurs propres de la variable t est continu. Celui de la variable y 
est déterminé par le respect des conditions aux limites homogènes en v=vl et v=v2. Seul le choix 1 
permet de mettre en oeuvre une transformation intégrale connue avec noyau de fonctions de Bessel 
modifiée K, transformation intégrale qui rend compte du caractère continu du spectre de t, soit 
avec le noyau de la transformation intégrale de Ya.S. Uflyand-E. A.Yushkova (1965, Solution of the 
Dirichlet problem for a finite wedge by means of special integral transforms using Bessel functions, 
Dokl. Akad. Nauk S.S.S.R Vol 164, Number 1, 70-72 en russe), transformation de la famille des 
transformations de Kontorovich-Lebedev. 


Dans ces conditions le spectre de la variable y est déterminé par les racines de l'équation 
transcendantale : 
Y; (yvi Js (rv2 )— (уи), (уу»)=0 


Remarque : du fait des formules de connexions des fonctions de Bessel J et Y d'ordre purement 
imaginaire, on peut tout aussi bien utiliser les parties réelle et imaginaire des fonctions de Bessel J. 
Et dans ce cas l'équation transcendantale s'écrirait : 


Кеј, (w, т, (уу, } = Im(J,, (уи } Rel, (уу, ) =0 


Du fait du caractère oscillatoire de la fonction dans l'équation transcendantale, il existe quelque 
soit la valeur du paramètre t positif une infinité de racines discrètes de cette équation 
transcendantale. La propriété d'orthogonalité des fonctions propres en v devient unidimensionnelle 
puisque l'équation différentielle est la suivante : 


N(v)= N,, (ууу) = (уу), Qvi )- 24 (уу), (yv) 


N>.(v) d б mut [5 yè eme Я б амбу) y (y) E y? wi). (v)-0 


v dv dv v dv dv 
V2 V2 
Mv) < É Sd] É AC 0 = D - 72?) amv (v)Na(v) = 0 [arvni(v)Na(v)= 0 
v v v y Vi Vi 


Tl en résulte la construction suivante de la solution du problème : 

| Ae m) 8010—91) Sinh(y„(2-9)) > 
Sinh(y,,(@> —@,)) Sinh(y „(фо —@,)) 

іт (y, Lo) x А (y, УМ] ) 

Le (y, us Y IN; (7, vv 


! B(r,7, Lo) 


n=+0 


+00 
T(u,v,@)= E Í dt t Sinh(z T > D. 
0 


n-l x 


v2 
Mir (уші) = dir (zu)K,, (uo)- Li (yuo K;. EI Nir (7.v.v1)= Jir Gr, (умт) Лх (уу, (e (yv) [М (y, VV] yr = [avvtv;. (y, DADA ) 


vı 
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L'application des deux conditions aux limites azimutales en utilisant une modification de la 
transformation d'Uflyand couplée avec un développement en série discrète sur les valeurs propres 
y, donnent : 


n=+œ0 


` 2 n s. M; (y ‚њи ) N, (y 1414 ) 
T(u,.v.@) = = ñ(u.v)= / (u,v) =< [ar T Sinh(z т) B(r.y, uu ) ivan 0 EE 
dé d > ` Kul ING a 


п=+00 


SE : M, (bo) №. (у) 
Т(и,у,ф) w =f (и,у)ж= f. (u,v) =< Í dr t Sinh(z т) Ar, y, uu ر‎ 0 EE 
ES i | л? 0 > ; |, (z, wl IN. (Уи 


Ho 


V2 
f(z,y,,u0)= [ди Mig (#0) Га»), (узуу) transformée 
u 
0 V 


n=+œ0 


2 "t 7 M; э» N, e? 
f(u)= — Í атт Sinh(z SES f (c.v suo) 2 H Ho) iz (n У v) 
A "e n-l Im (v, uj) IN; (v, КАЛ 


Yn tq Nir (y, V»Vi ) = + (AZ Jos (r.i )- Jir (avi je (AZ ) =0 transformée inverse 


Ce qui donne la solution formelle du problëme : 


Sinh(y (@=@)) | o. 5їп(у„(ф, o) |, 
Meron ët (p, ü) À | 


п=1 Mayan). М, (v, vi) 
2 2 
1; (y, m IN. (y, 22) 


T(u,v,o)= =. [ат T Sinh(z T 
0 


Ho 


M (ушщ) 
Жыш | au Ма) gus fav) ma 


0 H Yi 


Ho 


M, (y,kk)? 
Ar. y, n )= [аи Ha! [avv f Qu v)N, Gv v) 


0 Vi 


AM. (7,4,4 ) = I. (yu)K,, EI I. (yu, IK. (уи) 


N,, (y.v.v,) = Ja (yv )Y,, (yv, )- Jia (уу, Ve (yv) IN. (y, VV: y = [ауу (А, (у, HA ) 


Vi 


Yn tq Ni. (y, ,V 2 ВА ) = Jir VAZ Y, VAZ )- Ji, VAZ pa (У,у) Е 0 


Tout cela est très beau en théorie, mais quand on commence à construire numériquement Іа 
solution, on se rend compte qu'il y a un hic ! Voyons cela dans les étapes de la construction sont les 
suivantes : 


- construction sur le spectre continus des valeur de t, du spectre discret des valeurs y,, satisfaisant à 


l'équation transcendantale : Y Mi rv) Ji rm yr. (е2) = 0 , en vue de produire une fonction 
d'interpolation du spectre discret y„(t) en fonction du paramètre t et de l'indice n discret de 
numérotation des solutions de l'équation transcendantale. 

- somme sur un nombre de termes discrets suffisant et intégration numérique sur l'intervalle de т de 
0 à une valeur maximale «max (les intégrandes sont fortement décroissants et l'approximation à 


l'intervalle [0, max] peut sembler suffisante) en vue de calculer la solution en tout point de 
l'espace 
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Lors de l'élaboration de la fonction des spectres discrets y„(t), il s'avère qu'à partir d'une valeur 
disons t0, le spectre y,(t) comporte des valeurs purement imaginaires en nombre restreint, 
dépendant des valeurs vi et v; du probléme aux limites. Et dans ce cas le noyau de la transformée 
inverse d'Uflyand , devient une fonction de Bessel de premiére espéce d'ordre purement imaginaire 
et la formule d'inversion devient invalide : 


M, (v „(e), teto) =T; (v „(e )u)&, (v Gr) ) L Gr) JK; (r, (ru) 


Ya (T) = iA (c) MG, (сша) J.A) (2, (2ш) - Ji (A, Gr) Y. (2, Qu) 


Autrement dit, il y a un fort risque que le développement analytique de la solution ne soit plus licite. 
Le contournement de ce probléme majeure est un sujet d'étude en soit. Une telle solution mettrait en 
jeu la séparation du spectre discret infini des valeurs propres réels, et du spectre discret fini des 
valeurs propres purement imaginaires, avec deux jeux respectifs de fonctions propres, comme suit : 


т — Spectre discret de valeur propres = {y, (т)/ Y. (т) eR,n = ht. oou f, DIE (т) eR,/ = ht OH 


N,,(y,(z)v.v.)= Ret, (7, (mt, (r, (ev, )}— Ret. (7, (rv, mtr. (r, (09у) 
EE TEE MO E 


TAI Y = Јам, (Ку? 


Vi 


М, (А (уи) = Laly) Quer )- AEN) aE) 
Ñ, v = Juni ion 

AG) q N. Gr "M ier) (а (27) n. uv )K ur vs) 0 
Théoriquement ces fonctions propres sont toutes orthogonales entre-elles, et forment un systéme 
complet permettant de représenter toute fonction bornée dans l'intervalle [vı ‚уз ]. Les propriétés 


de complétude et d'orthogonalité s'expriment sous la forme du développement en série d'une 
fonction f quelconque : 


vp imaginaires | 


V,T SS Neu) ` vv f(v,c tT ),V „V S Ne (ule)vavi) ' vv f(v,c т)у,у 
fv.) 2 N, (v YP J |4 (У.т), (у (е) )+ 3s (d, (s). sfa 421246710122) 


Yra) ral) are) [дуу Nu (а (еу), б (ум) 0 


УА (т), 22 (т) ^n (r) + À (т) fev A (A (cv. IN. (2, (z)v.v, ) = 0 


Vy, G), А» (т) | ауу N, (7, (7 )v.v, IN. (A2 (т)у,у,)= d 


Problème aux limites de Laplace — système de coordonnées paraboliques de révolution - 723 


Avec les valeurs v; =1,v:=2, voici sur le graphique suivant représenté en abscisse т et en ordonnée 
le spectre infini des valeurs propres réelles y,(z), construit sur l'intervalle 1€[0,30] : 


100 


Et sur le graphique suivant représenté en abscisse t et en ordonnée le spectre fini des valeurs 
propres imaginaires iA,(1), construit sur l'intervalle тЄ[0,30] : 


20 E 
» "i Р 
н 
" m "s 
# кы " 
e C „= 
d P "d 
et rd „e 
Е P. + 
wl "d et 2 
ë P А 
2 BR „t E 
Š P. „e И " 
"d d Pd 
" „e " 
А " А " 
D „r P d d 
P. " P E. 
r e „e wi P 
ei sf t Pa D 
= # wë >” E 
e „e „r А # 
G „d б a # 
» „e M" E 
E P P. zu E 
" б # a 
А ү, L p A 
10 a e ef e 
P a ” 
Da De = i 
А .^ et 
Ai Е 
“ ^ E 
„e D z 
# м 
ei "4 
Dy ". 
И 3 
së 
5 
A 1 n 1 n 1 1 
5 10 5 20 25 0 
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En construisant les fonctions d'interpolation adéquat, on a donc défini un jeu de fonctions propres 
sur l'intervalle 1€[0,30], sur lequel par exemple on peut illustrer la relation de complétude en 
reconstituant par exemple un fonction palier entre (2v, +v2)/3 et (vi +2v;)/3 : 


| LaFonctionReconstitue(v, LesValeursPropresReelles, LesCoefficientsReels) 
— LaFonctionReconstitue(v, ë LesValeursPropresimaginaires, LesCoefficientsimaginaires) 


| | \ 
| || LaFonctionReconstitue(v, LesValeursPropres, LesCoefficients) 


au a NED < v < ` (1+2 v2), 1, 0] 


Le probleme c'est que la transformation d'Uflyand avec un parametre y imaginaire, soit construite 
avec des fonctions de Bessel J d'ordre purement imaginaire, n'est plus inversible. Donc le 
développement proposé n'est plus licite et le probleme de construire une solution reste posé. 
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Secteur de paraboloïde « creux » de révolution soumis à des conditions aux limites dépendantes 
ou indépendantes de l'angle azimutal 


Soit un secteur paraboloide de révolution creux (u,v vele Q = [u,, и, |х [vv ]  [0,9,] dans lequel 
les conditions dépendent maintenant de l'angle azimutal sur le paraboloide de révolution : 


2 2 2 
1 É T(a,v,0) lóOTGQLv,e) 0 T(u.v.@) 1 Dal, 1 OTGnv.9) o 


du? u ди ду? v ðv uv? дф? 


и? +v? 
(и,у,ф)є О= Ion u, |х AAR [0,27] T(u,v,@) fini 

Cas envisagés : Dirichlet ou Neumann 

>a! a! e{0.1} oi aï є{01} afa! e 01} 84,84 e01} EB e{01} Bepe e {01} 


Et aj, =1—/ aj, =1— Bi, a, =1- p; o =1- f, oi =1- p? ay, =1- Bo, 


m OT(u,v, о OT(U,V, А 
= ш 2 -Pa T(4,V,@) == ANE = ш p) + Bi, T(U,v.e) = ` (V,@) 


| ui Ga би D Vu Ga aH =2 


ai, OT ‚У, v v ai, oT Vs v v 
RENE ED) pre) =- o) [m à LO pure = Lung) 
H +V, ду H +V, ду 


v=v; у=» 


oi дТ(и,у,Ф) 
uv ду 


ду 


P à Ga OT(U:V,P) | no e 
-Po Tuv, p) =-} (u,v) +8, Tuv, = f sv) 
p=0 HV 9-90 
Que l'on peut scinder en trois types de problémes : 
- le probléme inhomogéne en и, homogéne dans les deux autres dimensions 
- le probléme inhomogéne en v, homogéne dans les deux autres dimensions 
- le probléme inhomogéne en $, homogéne dans les deux autres dimensions 


On utilisera la simplification des coefficients des conditions aux limites homogénes puisque l'on 
envisage uniquement des conditions de Dirichlet ou de Neumann. 
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Le problème inhomogène en u sur le secteur de paraboloide de révolution creux 


II s'agit du problème suivant : 


a" T а, Т 
zi GENN 9) BET(u.v.p)) UD а Саар + BTCV.) =. VP) 
vH, +v? ôu =u № ud н =u 
Т T 
d TU D) _ вете у о) =0 а TE) | gr T(u,v,0) =0 
1 ду 1 T ду j А 
OT(u,v, OT (u,v, 
as 9TULV.9) geT(u,v,9) =0 ap, SEN +В, T(u,v,9) =Ü 
ду p=0 ду Ф=Ф; 


Si l'on commence par les fonctions azimutales sur un secteur d'angle pO, elles ont la forme connue 
et déjà calculée dans d'autres configurations géométriques (le cylindre par exemple) : 

es 949 9 PC 9 
o, (9) - о А Cos(a eh Li Sin(a? @ 


4! valeurs propres solution de Sin[2° o, Jos. Jagas -pepe )- à Cosla? p, (B? a + Bras) 
END (кле cost ф,)+ вета os) +(a822 simt ə,) весоз( o. ) 
le, el EOM =Â "ru Cosa, ahn Sine o, Ja: ei ale En) B$ Cos, o, )}+ ag B; 


пө 


D'après tous les calculs déjà réalisés, les fonctions propres en v sont les suivantes : 


v v 
N, (V) = 
Roy V av 1 AY v "lar Eu 
dy An, n, J a Ng Ny SE By, J Ka (a an] a, An, ‚п, 4 Га пп, Sp BE A (a пп vi] 
no 
v ' v a* àY ' v 
а a, An, ‚п, PME Ke Roy vi)- Bi, J Va 3, Ал, 2 Qy Ал, ‚п, A a À ا‎ D. r (a a avi] 
Ал, n, tq ДУ» Wéi = AY v + v Y v 
ay, m,n Ал, ‚п, 2)+ Ву, J E V2 ay, n, My no t, Ву, ae n, ny У 
Ki "ф 
v v 
Jy is. UR [^ к. и) 
V v. пр 
N mn É Wu oi à" di IV V J AY v y ' 
a, Ngy Ng Ny Vi - Lu Na Ал, п, Uy, Ng Ny Ye An, ‚п, EIE A n, n, V1 
v v 
` E v) S Я 2 
V V. пр "р 
N m,n 1 GIE aï À" J." ar vay v vy EM 
Cy n, T, A Ал, ‚п, - Bi, J A Ал, n, V1 Ou Roy a Ka B, A nn, VI 
v J ` A ) ү, (x v ) 
Nagin, '(у,) =D" G) M, трт A. Сте 1 
EE V >= 
2 nQ n, \ l У au v v v v 
An, n, Ay ^n, ‚пл, Ј i! Ngy e Vi J o ( m a, An, ‚п, Y, das поп pu By Y А, n A svi] 
"p no no 
Ny A '( 2) Jo fs n, vj] fu An, ‚п, v, 
qv = DY (v ) = "р 
v Ro ny 2 Y 4v i! v ) v ( v ) v Ta e "m ) 
An, Uy, An, “Ж 1p n, Kris: Py. Ta Ngy Vi a, Ал, n, 4 no, n, Y В, Y. A n, n, V1 
2 D" 1 "o 2 DY 1 чә 
V2 ng h, (v5) +W Ng My (vo) iti F =v] Do y (vi) +W n, n, (vi) i of 
vo Ngy Vi An, 
У = 
hn 


2 
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Les fonctions en и sont les suivantes : 


M95 (u) = 1 д, Al T 5 e, ^n) 
DM HI" a" on Le (EES ME Bale Mus ul а Ал, SCH DN E nk: nK am ш) 
о ш. 
Tan ET Ann Ï 4, 13 NI" n EM m) a gi, Je, т, uJ- Е „Ка KR m) 
Lu) K (s ) 
P ' ag л, n, n, H 
Mri Q0) аА, NI B.J, (б le O in As, s K m (a, пот, oh e 1 "o ul 
МА (ш) = —— : “б. 2 Е z = = 


s A, n, Ls Ms t2 Bu n NEUEN UE Los NN 


СА 


Les intégrales dérivant des conditions inhomogénes еп L, et uz ainsi que la solution deviennent : 


Po 
, Nom OA +v? | do ri, (p) 
[avv 
0, 
„(Уш EM (u) ak MES а) 


, _ а 
ú [ia A [ее 
e N, Vu e Jae "iv, (p) 
а 
„ Е ТЕА анам) 


ف 


тиу) = У Уа MES At, MI (и): (00, (p) 


ng =0n, =1 
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Le problème inhomogène en v sur le secteur de paraboloïde de révolution creux 


II s'agit du probléme suivant : 


а" ST (u,v,@) 29 а" °ТЧчь'›Ф) 


-BË Т(и,у,Ф) a + Bi Tuvo) =0 
Di ди m Se 2 ди L EH 
KA Т 3 H v v a T H H v v 
9 pravo Lu) L LED + pr Stell = (ng) 
2 2 ду | i 2 2 ду ? ? 
u +V, V=Vj; H +V, = 
oT ‚У, OT Wé 
eege Tavo) =0 ag TE pe quy gy =0 
v Ka ду 


P—Po 
Si l'on commence par les fonctions azimutales sur un secteur d'angle фе, elles ont la forme connue 
et déjà calculée dans d'autres configurations géométriques (le cylindre par exemple) : 
-— 949 9 PC 9 
o, (p) = aj A; Cos(a eh D Sin? o) 


А, valeurs propres solution de Sin[2” ф, Yos. faz o, — Bo Ba, L Ka Cos[2” o, le: oi + В a) 


EBD ( з Cos[2” 0, )+ 85їл(д° o, ) +¢ А, Sins ф,)- Bo Cosa, e, y) 
o. e| = 214 E "ru Cosa, ahn Sinl22 o, Ja: А, ale En) B; Cos, el ai B$ 


D'après tous les calculs déjà réalisés, les fonctions propres en џ sont les suivantes : 


» J, А ul Y, Vn n H 
OT de Can) Bale Uum) at es Uum FPE an) 
E HEN 
2" tq d пр = пр d 
vie T aae A co Pepe Ur ag) ал ит A m 
е 7. AR S Y, (а) 
a си e Gant) исз E a) 
ee AUN le al 
WETTER A) uum Y. Us м) BE Y, (дї a 
M!" (и) Jy (е ш) Y, Jo ul 
Ng M 1 = p“ (и js пр » Se 
Li. Eed 
M" '(u,) as Ja. nl Yo ( P 
Bon, 2 => D" ( u ) = пр Е пр 
Ao OS im о а оаа mna y mm 
un) (DE , Qua) «(uio | 1- kl za DE lf ur, of |a kl 
nd DM, 
lu", (| — = 


2 
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Les fonctions en v sont les suivantes : 


em Ly EI =V) K, (а v) 

rg Min ER крш ВК, Min 
е. ТУ) Kus v) 
EECH e e ЭЛЕ шш ке av) 
23 Le ht, v) K, Lo. v) 
Géi ane w т mE Bri (А „v.) en „ K„ Us) BLK UR „va) 
"T 1„ (a „v) K, (a, D 
"e lat ka ET at EAR TA Game) 


Les intégrales dérivant P conditions inhomogénes en v, et v;: 


| M; (и) du" +V, “Lao f (и, Ф)Ф, (9) 
du u 
(Vu? +v BINNS, б-а; Муз, ҳи) 


Vi 
Ho R 


Së me wf |o, wel 


„ ME, GE +y, ] ар f; (u, 9), (P) 


CENT 


[аии 
n (чив мо P) oz мо) 


V2 
Np” 


B [м „чё |е ө). 
туф) Y. ZA NI! 0) AS, NIS. ME, (DE, (p) 
besche 


Exemple pour les problèmes inhomogënes en џ ои v sur le secteur de paraboloide de révolution 
creux 


On choisit un paraboloide de révolution creux parfaitement symétrique. Soit u1=v1 et u2-v2. Soit 
les dimensions du « rayon » externe définie comme une lentille parabolique : 


2 
CH 
с=1 ewen H,=V)=y), L= > = у, = 421, 
Prenons un problème inhomogène en v, dont les conditions aux limites homogènes sont de 
T(u.v.o), _„ = Т(и,у,ф) _„ = 0 Т(и,у,ф) y-0 = - T(u, V 9), „= Po 


Dirichlet : 
„=0 (ave), =T, 


T(u,v,@), 
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Les fonctions propres azimutales et les fonctions en и et v sont les suivantes : 


D (p)- sina? o) valeurs propres А, = P Ei (o) = Po 
0 
ETE Je (au) x 2) j 2, Í ba) I; DEA 
nQ n, H di "m ) Y, H m ЖУ tq T. ( "nl Y. Т y.) 
Mi, ү, à n) 2 Mi n) De (y) к БУД 
Z i =D у (у) m (on) de m x) lur. ( | 72 | npn, \V 2 É Yı ( an, MA 
M; x, (y ) Y, Qu. n gA Je (um) Ov, - Ke DIN Е di (ш „у) 
А». | = Diu) Y. "m H DE D m un) М, v) E. (t x.) Le Sa 


) 


Les intégrales dérivant des conditions WE en viet v, en les exprimant à l'aide des 


fonctions de Lommel deviennent : 


WE We, ES u) Í du нҮ, D и) 


n 


А 
4, on ‚= fdu им}, +,n =" 
7 


[au и“ J,(u)= 


J. Gun) 
Le 2ny4l,n, Л 


ua +t - 1)J QS, Q7 7, QS, (ш) 


Y. 


A? 
2np+1 


LG 


+,n, y.) 


= [au H s (ки) =K “ufa +T— 1), (ки)$ .. t-l (ки)- J t-1 («u)S, . (ки) < а= 1 K = А, 


ale, ad M Di 


m" nm 


2ng+l 


Je, Hn DE CH 


T = 


Ф 
2n9+1 


y> 
H H 
2 Di +n, ab. Di +n, H J 
n 


Í du SCH Di +n, H ) = 
D 


fer 4 
2 2п„+1 28и 


(as 
2n, Than, 


2np+1 


E 


Í du UY, (u.s. u)- = 
n 


Ce qui donne la solution du probléme 


2np+1 1 nv) 2ng+l u 
и К (az ) I (az ) u 
4T, Ана А LM 2n, +1 n 71 D Se 2ng+1 n.71 M5, EP » 
uU ME > m 
nq =0n „=1 n, Ma Zu, ln, У AD a 2ng4l,an, 72 Bz "Hon 
u u 

K Ф п ) п ) 

Zoe Wa н 


(of гз (an, + l)z 


S 


0 
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Prenons maintenant une fonction limite en palier sur l'angle azimutal : 
T(u,v.@) _, =T(u,v.@) _, =0 Tlv p) = Т(у.) = 


-f TARA 
V-y2 


T -0 T 
(uvo), -0 T(u,v.@) 0 eelo,o.] 


La solution s'écrit : 


Lë Уә 
[аи uJ D DÉI и) [аи uY, D и) 
= Ji _ h 
A, "Jon. (и) (ЖЛ r r | 


` de MA Ж 
" ПОТА „ Wi hon и}, a du. u)- ж, d Se D cn 
[аи Ш (a, u)- - ET. š 
h Tp Th 
72 DE Ж, DÉI uS, Jl га y, (4 Pn, n us, д, (ar Ali 
[du нї, mE = m n 
4 noy 
, „ү Real cb 
A, ER Je л а |. Cos пл 2) K, Gun) 1» Ur ai 
х - - x 
T— n, K 2 Lol 1 2 172 
Мм. “ ge E 
IW: n 


Voici un profil en coupe verticale à mi-angle d'ouverture, sur un secteur de paraboloide de 
révolution d'ouverture Pi/4 : 
[T-T-T——T-T T^Y TTT 
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Prenons maintenant deux fonctions limites de part et d'autres en palier sur l'angle azimutal et la 
variable radial и: 
T(u,v.o), , =T(a.v,o) =O Tvp) „=Т(и,у,ф) _, 


1 1 : 
T(u, v o). , -| fote [уу bla al T( (и, У ol E -| {u,p}elr:,7.]xle,,p.]l 
10 neieb-zkke : 10 {ш„ф}е[у,,у,]х[ф.е›] 
La solution s'écrit : 


ја, 0 Lo b 2) Jan, ا‎ 


Sch mI л e n, " 
Ale? д н, Kalb (н n] 
САС Aon, DÉI qu 2 
Y4 
` n^ d бо, W. M) Yo AM HS, AL. H 
| hec ИИИ i 
[du uY, Шы, и)= 2 а 
d kg 
А a GD 23 epe] M? А B 
", DAT 
rave RTE E ehn, ыл) Т? ) 


ZA EIA Кыл of И 
* К DS V2 n ES h Е Ky DS nh A DS 72 | * si i 2) 


Voici un profil en coupe verticale à mi-angle d'ouverture, sur un secteur de paraboloïde de 
révolution d'ouverture Pi/4 : 


Po 


Problème aux limites de Laplace — système de coordonnées paraboliques de révolution - 733 


Le problème inhomogène en œ sur le secteur de paraboloïde creux de révolution 


Le secteur de paraboloïde creux peut être symétrique par rapport au plan z=0 (plan perpendiculaire 
à l'axe de révolution), et dans ce cas on a :(u1,u2) = (v1,v2): 


20 


Le secteur de paraboloide de révolution creux peut étre dissymétrique par rapport au plan z=0 
(plan perpendiculaire à l'axe de révolution), et dans ce cas on a :(u1,u2) «» (v1,v2): 
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II s'agit du problëme suivant : 


OT ‚У, OT Wé 1 
aj EA) py T(u,v,@) =0 a; шү) Ф) gu T(u,v,p) =0 
H rm H =2 

Ў OT „V, y v OT Wé v 

а, ш 2 - Bu, T(u,v,@) =0 a, Uu +, Т(и,у,Ф) zii 
ду v=V, ду у=» 

p oi 
Ou OT(u,v,@) - В? Т(и,у,ф) =- f? (u,v) Po OT(u,v,@p) + B? T(u,v,.@) = MURA 
uv дф N 09 | ° 


9—99 
Ce probléme fait intervenir de nouvelles catégories de fonctions de Bessel non modifiées ou 
modifiées d'ordre imaginaire, à savoir en revenant à la séparation des variables de l'équation de 
Laplace en coordonnées paraboliques de révolution, et en introduisant de nouvelles notations des 
variables de séparation : 

Т(и,у,ф) = M(u)N(V)Y(@) АТ(ш,у,ф)=0= 


rie) io, P(p)=0 a;=-p' > ¥"(p)- рҸ(ф)= 0 = Ҹ(ф) = ACosh(pp)+ B Sinh(po) 


Wat: LM а, «5 uoo =0= LM") + u M'G0- (i^a, - p* )M (1) = 0 


set мо) а, EJ -02v^N"(v)*v N'(v) + (va, +p NO) =0 
v v 


Choix (1) Sia, >0— a, = qُ 
nons Lions Zar hud 
M(u)= А„1,„(а и)+ B,K,,(q и) 2 
—4N(v)- AJ, (av)* B,Y, (qv) moimoi +e нео 
v v 


Choix (2) Sia, «0—a,--q? 


noo Äwer er ua 
М(и)= A.J, (q u)* B,Y, (a и) : 
=>; N(v)= AJ, (av) B,K, (av) vens Lee (5 hun =0 

у у 


On a donc deux choix possibles pour assurer les conditions aux limites homogènes еї inhomogénes 
aux frontiéres du domaine. Dans cette configuration géométrique, contrairement au cas d'un 
paraboloide de révolution plein, les fonctions ne présentent aucune singularité, ni phénoméne 
d'oscillation rapide. Par ailleurs la nature oscillatoire modérée est un bon indice de la capacité de 
ces fonctions à former une base de fonctions propres du probléme aux limites. 
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Dans la notation adoptée , les deux paramètres de séparation sont liés à une série double d'indice, 
dont nous verrons plus tard une méthode de construction de l'indexation. On notera À la « valeur 
propre d'ordre» et y la « valeur propre d'argument ». On verra que cette distinction est liée à un 
système couplé d'équations transcendantales, mettant en jeu les fonctions de Bessel d'ordre 
imaginaire. 


Prenons comme exemple le premier choix, avec les substitutions suivantes : 


M (u) = À; L(xu)* B,K,,(yu) 
q>y рэд +М(ф)= AJ. (yv)+ В,Ү,, (уу) 
(9) = ACosh(Ag)^ B Sinh(2p) 


Pour l'instant rappelons le choix de représentation des fonctions de Bessel modifiée d'ordre 
imaginaire (voir problème aux limites sur des secteurs cylindriques 3D), ainsi que celui des 


fonctions de Bessel d'ordre imaginaires : E. (z) zu (z) eR ч (z) T Re(I iÀ (z ) . 

J,(z)= ReJ,(z) et Y, (z)= Im(J,, (z)) 
L'indépendance de ces couples de fonctions de Bessel est établi (voir l'article de 1990 de 
T.M.Dunster < Bessel Functions of Purely Imaginary Order >). Les fonctions propres en џ et en v 
doivent respecter les conditions qux limites homogënes sur les deux dimensions de la section 
creuse : 


H=H 
=> M H = T. (yu) == KI и) = 
a*yIu)-Bi ou) ачу, (уш) BER Om) 
L T “УК, 
at МЧи)+ BE Mil Lo Th ms DE m) _ aint Ka Con) Ву, K. (n) 
MORS at y, (уд) "T, (yu) a, y K; (y, DESEN 
7 Р J, (уу) Y (уу) 
NSB NO SN uj = А.ГА ки. 
L NEA... an) En) атут) EG) 
амо) BN) _ =0= оу АДЫ 8:2, Qv.) _ оу Drs) BY v) 
diis Quy Ja (yv,)- Bï 4 vi) a, Y 15 (yv.)- B; ovi) 


On obtient donc un systéme couplé d'équation transcendantales, pour déterminer les valeurs 
propres de séparation : 


at yI'Qu)*BhLQu) _ aty K;'(yu.)+ BEK, (yu) 
aty L'nu)- BET, (ym) aty К,'(уц,)— BER, (д) 
À et y tellesque 4et 
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Avec le deuxième choix, on aboutit au système d'équation transcendantales suivant dans lequel on 
intervertit tout simplement les fonctions l->J et K->Y : 


at y J, "(уи ,)+ В“ J (yu j _ aty Y, '(yu,)+ AALS) 
aty J (n)-B Ja) | aty Ya (u)-B{Y 
À et у telles que jet 


ay L '(yv,)+ Ву 1, (yv,) E ay y K,'(yv,)+ В, K Ov) 
a y L'(yvi)- Lov) a y К,'(уу,)- LK.) 


Dés lors que la géométrie du solide est symétrique et que les conditions aux limites sont elles- 


méme par nature symétrique alors les deux systémes n'en font plus qu'un seul : 


v 


EE i cn TE E کا‎ 1 BV — 
H =V = U =V = A, =G, =G, Р = В; = В, а, =G, = G „ = В, = В, 


озу T; (ул ‚)+ Bal, om) _ ay K ,'(yn,)+ BK (ym) 
ay I, (уп -£ (ym) ay К,'(уп,)— BE. (ym.) 


À et y tellesque jet 
азу J,'(yn.)+ 8,7, (т) _ XoY Ў, (ут )+ В? (т) 


ay J, (ут) В 2, (yn) ay Y, m)- B.Y, (vn) 


De prime abord il n'est pas évident de savoir si l'un quelconque de ces systèmes d'équations 
transcendantales possède bien une solution, en dépit du caractère oscillatoire de toutes les 
fonctions mises en jeu. Mais c'est un fait que les solutions existent et plus loin on peut en donner 
une méthode de construction approchée assez fiable à partir des comportements asymptotiques 
des fonctions de Bessel d'ordre imaginaire. 


II est également important d'insister sur le fait que pour le problème aux limites les deux choix de 
solutions sont non seulement possibles mais aussi nécessaires pour la construction de la solution. 
Dans un probléme dissymétrique il y a peu de chance que des couples de valeurs propres (A,y) 
soient identiques, aussi les fonctions propres sont-elles nécessairement orthogonales à deux 


dimensions. 


Dans un probléme entièrement symétrique, dans ce cas à un méme couple (À,y) de valeurs propres 
solutions du systéme d'équations transcendantales il y a deux fonctions propres correspondantes, à 
savoir par exemple pour un probléme aux limites de Dirichlet : 
Lou) Kou) _ Ууу) Kin 
M(u)- = ж N(v)= = = 
L(m) Km) Jm) Yal 
M( )= J (ш) _ Y, (yu) vj= L (rv) = К, (уу 
J (т) Y, (ут) Г. (ут) K; (ym) 
La question est donc de savoir si l'orthogonalité bi-dimensionnelle est assurée entre ces deux choix 
de fonctions ! 
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Nous avons étudié les iso-courbes de valeur nulle pour les deux équations transcendantales 
obtenues dans diverses configurations, avec des conditions aux limites homogènes de Dirichlet sur 
toutes les frontières du domaine, ainsi que des conditions homogènes de Neumman, ainsi que des 
cas mixtes, et il s'avère bien que des couples de valeurs propres existent dès lors que les iso-courbes 
de valeurs nulles des deux équations transcendantales se croisent. A titre d'exemple et avant de 
donner des valeurs numériques précises obtenues, illustrons ceci par des graphes de contour dans 
le cas Dirichlet homogène partout sur le système suivant d'équations transcendantales : 


y et À telles que | = 


ап 


0 
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et dans le cas Neumann homogène partout : 


y et À telles que 


Relation d'orthogonalité à 2 dimensions 


Quelque soit le choix de valeurs propres, il s'avère que les fonctions propres n'ont pas la propriété 
usuelle d'orthogonalité pour des couples de valeurs propres distinctes. 


меи) Lae (a)+( Goo tie м) (er td e-r- 


Pour une méme valeur de À, il n'existe pas de multiples valeurs de y pour lesquelles les équations 
transcendantales soient vérifiées simultanément. Dans ces conditions il est vain de rechercher une 
relation d'orthogonalité unidimensionnelle pour chacune des fonctions propres dans leur variables 
respectives. 
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On recherche donc une relation d'orthogonalité bidimensionnelle qu'il est facile d'obtenir à partir 
de l'équation de Laplace non encore séparée en L et v : 


1 ef OT(uv,o)). 1 Lv ôT(u,v,@) 2) үз eTr( ey Ф) 
u + 
u Ou du v ду ду 


Т(и,у,ф)= М(и)М(у)Ф(ф) et ei se 


SE a e 


Soit A,A, deux valeurs propres distinctes => 2 


мадњ 69092 EI YT 
am >E д [ CH (u A )2 , êN, M E fuis 
N (v) 


1 GE М, ке 


Ou Ou 


и ди ди D 
е 
prono ata ean ида rst EN 
e e (22 -2 M, (NM (и), (v) 


Di 141 Cu д H, CH Vi 
ôM (u) | ê TER д ôN (v) 
= pu = [avv N,(v)N,(v)=0 De même [du | dv ими)м (и) viv) )=0 
Ai Vi H Vi 


Comme А + А, = ja, |a t M (u)N,(v)M,(u)N,(v)= 


Щщ Vi 
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C'est la relation d'orthogonalité recherchée qui est parfaitement symétrique en u et v. Dès lors que 
l'on obtient un couple de valeurs propres, il convient de construire les solutions en tenant compte 
de cette relation d'orthogonalité, et en calculant la norme bidimensionnelle associée : 


M, (u) = = T; (ш) _ Е К, (zu) Z 
7 af yT (n) BET) ану ki (уш)- ВиК, (уа) 
N, (у) J (yv) Ў, (уу) 


É ay st: (ум) Бу Javi) ay 7¥ (рм) Br Yi (уи) 


H5 V2 2 p, 
U;, (uv)=M,, (и), , (v)> lu, (uv) = [dul dv Ë p (Ma, (и) (М, hl 
M vi 


T(u,v,@) = D My (u)N, , D EI Совй(Аф)+ Bi, Sinh(Aq)) 
(2.7) 


Relation d'orthogonalité entre fonctions propres de choix différents dans un problème entièrement 
symétrique 


Si le problème aux limites n'est pas symétrique alors les couples de valeurs propres n'ont aucune 
raison d'être identique entre les deux types de fonctions propres. Mais il n'en est pas de même 
quand le problème est entièrement symétrique. Dans ce cas un même couple de valeurs propres 
(A,v) correspondent à deux types de fonctions propres (exemple problème de Dirichlet) : 


SEH Lou) Km) y y = Jav) Zo) 


Ln) Kal i Jm) (mn) 
‚( )= J (u) Y (ru) N y = ll K,(yv) 


— = 


J (ym) Ў.т) L(m) K,(m) 
La question se pose donc de l'orthogonalité de ces deux fonctions. L'orthogonalité précédente à 2 
dimensions ne peut s'appliquer car les valeurs propres sont identiques. Cherchons alors à établir 
une orthogonalité unidimensionnelle. On sait que ces fonctions sont solutions des équations 
différentielles suivantes : 


Moos Luo Zr jee vete (Een 


Il 
© 


1 A 1 A 
mrima Zar адо ik EN") 6) 
Cela conduit immédiatement aux relations suivantes : 
M (u) Ô | الا‎ М (u) д | ш 2у?°М|(и)м.(и)=0 
и ди ди u ди ди 


BE P A) M вк) 


EE 


д CCE (r) AD} зулм, 6)=0 
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En intégrant et en appliquant les conditions aux limites, on obtient bien les relations 
d'orthogonalité unidimensionnelles classiques entre les deux choix de solutions : 


72 
27° | du uM (u)M;(u) - 0 
m 
72 
2y? [avv (и), (и) =0 
m 


De cette orthogonalité découle immédiatement l'orthogonalité bi-dimensionnelle : 


Jade? Y GONG (Nv) fau] dv M GNOME 2 
« [aul av a Qo Ms Go) [a it or | av MO), 


Comme du uM (u)M (u)= f dv vN,(v)N,(v)=0 
> fau [av £= m (UN COM, (u), (v)=0 


Cette dernière propriété permet de calculer les normes systématiquement sur le mode 
bidimensionnel. 


Et de plus cela permet de compléter la forme du développement en série selon les deux jeux de 
fonctions propres : 


T(u,v,@) = > M, (UN ay DER Созй(Аф)+ Bii, Sinh(2@))+ My (2) ay DER Cosh(Ae)+ Вуду Sinh(2@))) 
(er) 


Relation d'orthogonalité entre fonctions propres de choix différents dans un problème asymétrique 


La relation d'orthogonalité se démontre également de la même manière pour un problème général 
asymétrique avec des conditions aux limites asymétriques. Imaginons pour simplifier un problème 
dont les conditions aux limites homogènes sont uniquement de Dirichlet, et voici les deux jeux de 
fonctions propres : 


Mao ED El unt F) 0) 


2i SE Aue) К.и) et Jv BACAN 

S ES Dun) K; (yan) J, (yvi) P, (v) 
J, (yu) - Y, (yu) v= T, (yv) К, (уу) 
cl" Qu) Abu) и) бт) 

Jio) Yi Gus) Liv) _ Ka(yva) 


À et y tellesque — 
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Cela permet donc de construire la solution à l'aide de deux séries sur les deux jeux de valeurs 
propres et fonctions propres trouvées : 


Т(и,у,ф)= D May (и)М\ ay DER Созй(Аф)+ Вуду Sinh(2@))+ D May (u)N, 2, DER Созй(Аф)+ Вуду Sinh(2@)) 
(2,y)eJeux, (2,7 )eJeux, 


avec pour même produit scalaire entre fonctions et normes : 


(GN) Qv.) [ан | av EL a (a) Mz (N20) 


BEER јаја SCDE 


Relation d'orthogonalité entre fonctions propres de type Bessel et fonctions propres de type sinus 
loqarithmique 


La relation d'orthogonalité bidimensionnelle est également acquise entre ces deux types de 
fonctions solutions d'un méme probléme aux limites par le méme calcul que précédemment. Il 
vient par exemple pour un probléme de Dirichlet : 


`( fe 1, (m) Е K, (m) N (v = 


L (ул) K, (ут) 


J ov) Ev) 
J (yn) Y (бт) 


uv Jonas Lo ))=0 


= (ala и? +у? т e) K, 2 
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Relation d'orthogonalité entre fonctions propres de type Bessel ou sinus logarithmique et 
lafonction propre de valeurs propres (0,0), probléme de Neumann 


Dans le probléme de Neumann, la fonction propre de valeurs propres (0,0) est également solution. 
Il s'agit de la fonction triviale constante, soit 1 par définition. Toujours par le méme calcul 
l'orthogonalité de cette fonction avec les autres fonctions propres est assurée. Dans ce cas on peut 
également vérifié numériquement que les intégrales s'annule avec les fonctions de type Bessel : 


M (u)= T, (vu) 2 K, (u) 
1, '(ym) Ka'm) 

N()- Jv) Gin? S ania и? +v E em A 
пот) YX'Gm) оу uv (L'om) K,'(m) 


Pour les fonctions de type sinus logarithmique, il vient : 

Mi(u)= Cos(ALog(u) „ „  , m 

N .(v)= Cos(A,Log(v)) > [au [av ER Cos(A,Log(u))Cos(A,Log(v)) = 0 
" V. uv 

M,(u)= N,(v)=1 ч j 


On peut calculer explicitement ces intégrales et obtenir l'annulation immédiate. 


II ne reste donc plus qu'à trouver les valeurs propres, et notamment vérifier numériquement la 
relation d'orthogonalité, soit unidimensionnelle, soit bidimensionnelle, sur quelques valeurs 
propres. Le système formé des deux types de fonctions propres est normalement complet. Il suffit 
alors de prendre suffisamment de valeurs propres dans le développement en série pour approximer 
plus ou moins convenablement la solution. Prenons un problème aux limites de Dirichlet, les 
fonctions propres ont la forme suivante, et donne une solution sous forme de série : 
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Valeurs propres nulles et solutions séparées particuliëres 


Sur les graphes de contour on voit que les iso-courbes se croisent pour des valeurs propres 
d'argument ү proche de zéro. Ce faisant on retrouve exactement l'un des couples de solution 
séparée spéciales de l'équation de Laplace. C'est le cas n°8, à savoir lorsque y->0, on a des 
développements spécifiques des fonctions de Bessel applicables en première approximation : 


iA 
1,(u)= Ta oc ц oc ейн) = ACos(ALog(u))+ BSin(ALog(u)) 


= K,,(yu)= ACos(ALog(u))* BSin(ALog(u)) 


dj xxi) < ACos(ALog(v))« BSin(ALog (v) 
=> J 4(yv)e ACos(ALog(v))+ BSin(ALog(v)) 


Si l'on prend ces fonctions limites et si l'on simplifie en prenant : u, =v, =N, et uj =V, =0, 


alors le système d'équations transcendantales se réduit à une seule équation que l'on soit dans un 
problème de Dirichlet ou un problème de Neumann à savoir : 


Cos(ALog(n, )) _ Sin(ALog(n,)) => Tan(ALo = Tan(ALo UE aoctor МИЛ 
Cos(ALog(m,))  Sin(ALog(m,)) d d ^ tod 
n 


Ce sont les valeurs que l'on retrouve bien en observant les graphes de contour et les croisements 
sur l'axe des abscisses À. La question de l'orthogonalité bidimensionnelle de ces fonctions propres 
avec les fonctions propres précédentes ne se pose pas, elles est établie par la démonstration 
précédentes dans les mêmes termes car les valeurs propres À et donc le couple (А,0} est distinct 
d'un quelconque couple des autres fonctions propres. La forme la plus commode des fonctions 
propres est la suivante de le cas d'un problème homogène de Dirichlet aux limites du domaine : 


js Ep M,(u)= Ө) м, (v)= Е) | 


m 


Dans le cas d'un problème de Neumann, ce sont les dérivées qui doivent s'annuler, il vient donc une 
forme : 


à= "o M,(u)= 0) N,(v)= col tog Z) | 
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Calculons la norme bidimensionnelle de ces fonctions propres dans ce cas : 
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Et pour les coefficients d'un développement en série sur une fonction limite constante, nous 
devrions calculer les intégrales suivantes : 
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Résolution numérique de l'équation transcendantale du problème de Dirichlet et approximation 
des fonctions pour des ordres et des arguments grands 


L'équation transcendantale a la forme suivante : 
Bell й (yu, } _ Ku (yu, ) RelJ i (yv; } 
Rell, (yu, } Ka (vu, ) 


7,À tels que 


L'étude des divers comportements asymptotiques des fonctions de Bessel et Bessel modifiées 
montre que le comportement asymptotique est en fait trés vite atteint dés la premiére 
approximation. Prenons tout d'abord la deuxiéme équation transcendantale qui a l'avantage 
d'admettre un expression asymptotique assez simple en fonctions sinusoidales : 


PE E enr eoe EL o cafe] 
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Cela donne en injectant dans la deuxiëme équation transcendantale : 
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=> Log 
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Etant donné que la fonction du membre droit est décroissante et toujours positive, avec une 
asymptote en w=0, il n'y a pour chaque valeur de n qu'une seule courbe possible décrivant la 
solution de la deuxième équation transcendantales : 


2 2 2 
L v, o Jo tvi dei +v, ENT FY пл 
О = 
B V 2 2 œ À 
1 0+0 tV, 


=> À = 


пл 

2 2 2 

v, Qo v, Jo? +у, - Jo +v, 

Log SÉ 

Vi odo +v, e 

On a pu vérifier à l'aide d'un programme numérique déterminant graphiquement les valeurs 


propres que cette relation est bien vérifiée sur le systéme d'équation transcendantales originales 
non simplifiées. Voici le graphique sur lequel on a reporté les valeurs entiéres correspondantes : 
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On voit immédiatement comment se répartissent les valeurs de n à chaque croisement 
correspondant à un couple de valeur propre (À,y). Cela donne alors une indexation naturelle pour 
ordonner les couples de valeurs propres et construire les fonctions propres du problème aux limites. 
Remarquons également que pour les valeurs n croissantes il y a exactement n couples de valeurs 
propres (A,y) à retenir. Cela est important et va s'expliquer notamment en étudiant la forme 
simplifiée de la première équation transcendantale. 


Pour la première équation transcendantale donnons le comportement asymptotique en première 
approximation des fonctions BesselK et Re[Bessel-I] ( ces approximations sont tirées de l'article de 
Dunster de 1990 « Bessel Functions of Purely Imaginary Order » en revenant aux fonctions 
originales de Bessel modifées) : 


Ó = ¿ (z) tel que 


«9-1 dee - aresec()] pu 


La première équation transcendantale donne donc trés simplement : 


a Eo P AE) ECOL) 
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Ti Rd iQ) aris ai déis 
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L'équation est donc devenue une simple équation d'inconnue œ pour un n donné. Une résolution 

numérique de cette équation transcendantale montre qu'il y exactement n solutions de o Les n-1 

premières valeurs œ ordonnées sont en général de valeur limitée tandis que la n-iéme valeur est 

trés grande et augmente avec n. Il est clair qu'en réalité la n-iéme valeur de œ très grande 

correspond à une valeur de y —4/o très faible, on ne peut donc l'identifier en réalité qu'à la valeur 
_ nga 

propre nulle у=0, soit une valeur de À telle que : ^ — | 3 . Et ces valeurs correspondent sur 


H, 
le graphique de contour aux croisements situés sur l'axe des abscisses. 
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La résolution numérique du système d'équations transcendantales simplifiées permet de construire 
une suite indexée de couple de valeur propres qui correspondent très bien à l'emplacement de tous 
les croisements du graphe de contour, comme illustré ci-dessous avec l'indexation primaire n (ici de 
2 à 29) : 


Z 
9 


SW 
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Résolution numérique de l'équation transcendantale du problème de Neumann et approximation 
des dérivées premières des fonctions pour des ordres et des arguments grands 


L'équation transcendantale a la forme suivante : 
Ке{/,„'(уи, } E К„'(уи,) 


У,А tels que - - 
Rell, (yu, } Ka ш) 


L'étude des divers comportements asymptotiques des dérivées premières des fonctions de Bessel еї 
Bessel modifiées montre que le comportement asymptotique est еп fait très vite atteint dès la 
première approximation. Prenons tout d'abord la deuxième équation transcendantale qui a 
l'avantage d'admettre un expression asymptotique assez simple en fonctions sinusoïdales : 


Seit Abel E SE К z) 
¿ (z) =V1+z? + to f=) у 3 
1+v1+ z? e? О. 
Im, '(r z)} ERC SE 


Cela donne еп injectant dans lq deuxième équation transcendantale exactement la même 
expression que précédemment : 
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=> Log 
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Etant donné que la fonction du membre droit est décroissante et toujours positive, avec une 
asymptote en w=0, il n'y a pour chaque valeur de n qu'une seule courbe possible décrivant la 
solution de la deuxième équation transcendantales : 


2 2 2 
V, o do v, Jo +v, - o? v, пл 
Log + = 1 


2 
Vi oo +v, e 
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пл 
2 2 2 
v, o+ do v, Jo? +v, - o +v, 
Log = = |+ 
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On a pu vérifier à l'aide d'un programme numérique déterminant graphiquement les valeurs 
propres que cette relation est trés bien vérifiée avec des valeurs propres déterminées 
numériquement par le systéme d'équation originale, comme indiqué sur le graphe de contour 
suivant : 
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Pour la première équation donnons le comportement asymptotique en première approximation des 
dérivées premières des fonctions Bessel-K et Re[Bessel-1] : 
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La première équation transcendantale simplifiée donne donc : 
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L'équation est donc devenue une simple équation d'inconnue œ pour un n donné. Une résolution 

numérique de cette équation transcendantale montre qu'il y exactement n1 solutions de œ, cette 

fois-ci. Les n premières valeurs œ ordonnées sont en général de valeur limitée tandis que la n+1- 

ième valeur est trés grande et augmente avec n. Il est clair qu'en réalité la n+1-ième valeur de œ 

trés grande correspond à une valeur de y =4/0 très faible, on ne peut donc l'identifier en réalité 
пл 


qu'à la valeur propre nulle y=0, soit une valeur de А telle que : ^7 а) Et ces уаіеигѕ 
о EE 


H, 
correspondent sur le graphique de contour aux croisements situés sur l'axe des abscisses. Dans le 
problème de Neumann, on doit également retenir la solution pour n=0, qui est la solution de 
valeurs propres nulles (A,y)=(0,0). Ces valeurs propres nulles compte tenu des conditions aux limites 
correspondent à une solution constante en u,v et linéaire еп Ф. Soit une fonction de la forme :n 


Т(и,у,ф)= A+ Bo ` 
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La résolution numérique du système d'équations transcendantales simplifiées permet de construire 
une suite indexée de couple de valeur propres qui correspondent très bien à l'emplacement de tous 
les croisements du graphe de contour, comme illustré ci-dessous avec l'indexation primaire n (ici de 
1 à 30) : 
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Simulation numérique de la construction des solutions du problèmes aux limites inhomogène 
azimutal de Dirichlet sur un secteur angulaire azimutale de paraboloïde de révolution tronqué 
symétrique 


سکم 
10 


— H 
II s'agit du probléme suivant entièrement symétrique : 

H =V = Ш =У› = 1, 

rave), = Тб), = Tivo), = Tve), =0 


Т(р,у,ф) =T P), p, = fv) 


Les fonctions propres pour des valeurs de ү поп nulles ainsi дие les normes sont de Іа forme : 
Pour у=0 
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m ul Di 141 


Il est important de noter que les deux types de fonctions propres partagent exactement les mêmes 
couples de valeurs propres (A,y). Ceci n'est vrai que dans le cas d'un probléme géométriquement 
symétrique. Les intégrales des normes sont déterminées numériquement. 
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Lorsque les valeurs de y sont nulles alors il s'agit de fonctions sinusoïdales logarithmiques avec leur 
norme respectives : 


a "D M, (u)= sof aroe £) N, (v)= 0) 


m 


m m 2 2 A 2 n° 
Iw. Jul, bf = H | еван = (м, (п) (N. ov) = b 2) GH 


Les valeurs propres forment un couple (À,y) dont nous venons de donner les valeurs lorsque y est 
nulle, pour les autres valeurs de y, il s'agit des solutions explicites du couple d'équations 
transcendantales suivantes : 

Rell;; (yn. } 2 RelK;, (rn, } en Веі, (rn, } _ Imi; (yn, } 

Re u ia (yn, } Re (К А (yn, } Re J А } Im(J А (m, } 

Pour effectuer une indexation des solutions du couple d'équations transcendantales, une fois 
déterminée une solution (A,y), on calcule l'index principal n avec la formule : 


À À п, oo! +m Jo +n, - dei n? 
Log + 
y T M o-4o^ +, o 
C'est une formule approchée, mais elle est toujours très proche d'un entier, il suffit donc de prendre 


l'entier le plus proche correspondant pour déterminer la valeur de n. Cette valeur correspond 
également à celle du cas y=0, car dans ce cas l'expression limite lorsque w est très grand redonne 


bien: „= ol? | 
л m 


7,À tels que 


Au couple d'équations transcendantales on peut lui substituer en bonne approximation en utilisant 
les comportements asymptotiques respectifs de toutes les fonctions de Bessel et comme vu 
précédemment une seule équation transcendantale (fonction de w=A/y) faisant intervenir les 
fonctions de Airy Ai et Bi et la fameuse valeur n : 


¿(z)= d 1 il z«l 


2 


GE ¿ (z) tel que 


Uo | D 


20-4201 апове) e 


| | EE 


=È et À= => = 


y v, o+ o «v | Jo «vi مل‎ +۷ = gl gen) A dn 
Log ped id œ © 
Vi o4 Jo +v, 4 


L'équation transcendantale a exactement pour un n donné n solutions w dont la plus grande est 
vraiment trës importante et trës distinctement isolée d'un groupe principal de n-1 solutions. La plus 
grande valeur de w coincide donc en réalité avec la solution y=0 ( ү=А/ш=0). 
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Les solutions sont construites comme l'addition d'une série à double indice et d'une série à simple 
indice comme suit : 


Ay ot M (u)> М) (и) Ni (u)> М) (и) М; (u)> M: (u) N? (и) NZ (u) 
=> an e NV) Miu ux ) (Sisto у ны 


MIGON A) AOAO Sal, al 


T(u,v,p)= ek Lo ui d le ] 
„o Log| — | Sin À, Í| Log : 
S Ao z m 0 Sinh(A, о (o, — p))+ Sinh(1, оф) 


" = n9 n Sinh(A, оф) 
CH 


n=l [= 


+v? 


Avec A que "icht Il! (v) f du | av E (uv), QN, v) 


M Vi M Vi 


= „= fau f dv #4 v Y f(u, E? Al? 2 ЕН) 
ш и uv Th Th 


Prenons comme fonction limite constante égale à 1, identique de part et d'autre du secteur 
d'angle, il vient : 


4, = Í du f dv 


2 2 2 2 
BE XY р Al! USD LM UR 
RE uv mM mM 


Mo | E n =N, oa. zu ) 
= = 2; Jar e" Sin(A А, x) Jar Sin? (2, ох) =2 | [ x 68) 


4+2, o 1 


n, 


am +m 


=> Ano =0 Anio 2 
4t Ano 


Ho Ka 
= [du fav Zi QNI, 0) = fau fav nî, (и), 6) 


M Vi H "1 
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Pour développer les graphes de contour des profils de solutions et les représenter en coordonnées 
cartésiennes, outre les formules de correspondance entre coordonnées paraboliques cylindriques 
et cartésien, voici le domaine dans lequel sont compris sur une tranche azimutal p=cste : 


2 2 
Domaine  {x,y}e lo, cn, |" - = , a 


2 2 
2 
y Gl. = x 7 2 0 
2 Zen, 
2 2 
2. Зеф 
Tel que {х, у} inscrit entre les deux paraboles limites А u 
2 2c n 
2 2 
y- SA у # ый 
2 2с N 


Et sur le plan équatorial du paraboloïde de révolution tronqué soit z=0 équivalent à u =v, il vient la 
correspondance avec les coordonnées cartésiennes : 


Domaine fx, у} € Ë em , en Ë - cn; , cn, | 


x- cvuCos(o) = cu Cos(p) y = cvuSin(p)= cu°Sin(p) Tan(p) =? 
x 


1 


2 2 l 2 
x^ +y pP ; А е X + 
u = Kack {х, у} inscrit entre les deux cercles limites tel que m < = < n, 
c 


Ve 


Secteur azimutale d'angle d'ouverture n/2, d'un paraboloïde de révolution tronqué 
symétriquement : vue en tranche sur l'angle 1/20 : 


тетү тты PE EEE EE EEE EEE 
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Secteur azimutale d'angle d'ouverture n/2, d'un paraboloide de révolution tronqué 
symétriquement : vue en tranche sur l'angle de mi-ouverture m/4 : 


AS S E B S r——— aaae‏ م 


Secteur azimutale d'angle d'ouverture n/2, d'un paraboloïde de révolution tronqué 
symétriquement : vue en tranche sur le plan équatorial z=0, soit U =v : 
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Simulation numérique de la construction des solutions du problëmes qux limites inhomoqëne 
azimutal de Neumann sur un secteur angulaire azimutale de paraboloïde de révolution tronqué 
symétrique 


سکم 
10 


а | 

II s'agit du probléme suivant géométriquement symétrique : 

H =V =m; Ш =V = 1], 

ôT(u.v.)| _ӧТ(и,у,ф)|  _ôT(u.v.o)) = _ôT(w.v.o)) o 
ди и=д, ди =2 ду EC ду FE 


Т(и,у,ф) „= Gul Tivo), „= f. ev) 


Les fonctions propres pour des valeurs de y non nulles ainsi que les normes sont de la forme : 
Pour у=0 


|м, мее физ GONE O = fau fav Zuel Af 


= Car VI ү (м I Gs 2 (үү 
= [au (м; arat 7 e E 


Il est important de SOEN que les den types de fonctions propres partagent exactement les mêmes 
couples de valeurs propres (A,y). Ceci n'est vrai que dans le cas d'un probléme géométriquement 
symétrique. Les intégrales des normes sont déterminées numériquement. 
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Lorsque les valeurs de y sont nulles alors il s'agit de fonctions sinusoidales logarithmiques avec leur 
norme respectives : 


АЕ a M, ,(u)= co uad £) М, (v)- 8) 


12 12 2 2 2 
E =T aav EE Gv ON = үрү” -n es | 


La fonction propre de couple de valeurs propres nulles s'écrit : 
Mal) N, (v)= 1 


2 12 7» и? +v? M du 12 n 

MN = fdu [av -2| 2 [avv = [n -n Log) 2 
m m HV mM mM Th 

Les valeurs propres forment des couples (À,y) dont nous venons de donner les valeurs lorsque y est 

nulle, pour les autres valeurs de ү, il s'agit des solutions explicites du couple d'équations 

transcendantales suivantes : 

Retz (m. )) Z Re{K,, (77) è Ке, ten. H = Imt; (yn; H 

Rel А (ут, } Re{K D (ут, } RelJ D (yn, } ImlJ D (m, } 

Pour effectuer une indexation des solutions du couple d'équations transcendantales, une fois 

déterminée une solution (À,y), on calcule l'index principal n avec la formule : 


À À Log п, 6o! +n dei «n? - Jo? «n 


@=— n 
y T M ot dei +, o 

C'est une formule approchée, mais elle est toujours très proche d'un entier, il suffit donc de prendre 

l'entier le plus proche correspondant pour déterminer la valeur de n. Cette valeur correspond 

également à celle du cas y=0, car dans ce cas l'expression limite lorsque w est très grand redonne 


У,А tels que 


bien: n = À tod) Au couple d'équations transcendantales il est possible de lui substituer en 
T 7]; 

bonne approximation en utilisant les comportements asymptotiques respectifs de toutes les 

fonctions de Bessel et comme vu précédemment une seule équation transcendantale (fonction de 

w=À/y) faisant intervenir les fonctions de Airy Ai et Bi et la fameuse valeur п: 


£(z)- PE = l il 2<1 


{з= ¿ (z) tel que 2 


шә |м 


(=¬ 37-1 - ае) sich 


si|- 2:63) aif- 2:63) 
SCH Er m i 
y 


- > 
2 2 
Log 12 o do! +v " О ие ере РЕ ZEE Ai SCH 
у 2 2 œ œ œ 
1040 +V, 


L'équation transcendantale а exactement pour un n donné n+1 solutions w dont la plus grande, la 
n+1 ième est vraiment très importante et très distinctement isolée d'un groupe principal de n 
solutions. La plus grande valeur de w coincide donc en réalité avec la solution y=0 ( y=A/w=0). 
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Les solutions sont construites comme l'addition d'une série à double indice et d'une série à simple 
indice et de la solution à valeurs propres (À,y) toutes deux nulles, comme suit : 


AY А, У, M; „(и )=> М, ,(u ) М, (u)> Ni (u) М; (u )2 Mj (u ) М; (ш) Ni (u) 
| La, 79, ду ©), 
Po 


(n, née Tn 


1 


us . | НЕН) 
RE Lo Sinh(A, (po ll un cl IU mJ), 
Sinh(A, P.) Sinh(A, 90) 2+0 ( 2 _ 27 Un 
а1+2,2) 7] =M g n 


AS DIE Sinh(A, (o, sp). де Sinh(,. est Ду )+ M? (u)N2 (v) 
n 


n ДС! Sinh(2, Po ) S Sinh(A, Po ) Ju (ш d IN, (v y 
пл б 2 V2 H^ +v? 2 H2 V2 7 v? 
E Ао = [au | av — — fuv) 4% = [au [av f, (uv) 
zd H К HV m Vi 
Th 

2 V2 и? Ë v? v 

А = [au [av f (u,v)Cos An, „Log E Cos| À, | Log] — 
Men uv Th m 
и; v 2.2 

Avec 4 A = [аи | дик Í ü ср Aal? Mad 

St E uv n nm 


+V ¢ (a,v)M2,(u)N2, (o) 


4,1 = Í du f av Ps AU v)M (и), (v) = [au [av^ 


m Vi H Vi 


и? +v? 


яз =| du f dv + aalt Gi ф)= [du] av À M )N2 (v) 


m Vi m Vi 
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Prenons comme fonctions limites des constantes égales û TO et T0 de part et d'autre du secteur 
d'angle. Dans ce cas tous les coefficients sont nuls, car toutes les fonctions propres sont 
orthogonales à la fonction propre unité. Dans ce cas la solution devient triviale, linéaire en angle 
azimutale comme prévu par la théorie : 


+ T. 
Av) Te a 4, =T, [ du [av # a : 
SENG (o? про) 
m 
2.5 T _ 
А = T, f du f av " a z " = T(u,v.@)= T, (в, St? ? 
mon H (o? in? li @ @ 
m 


Ce cas n'est donc pas très intéressant. Prenons maintenant deux fonctions paliers sur la tranche 
qzimutale comme suit , cela donne les coefficients suivants : 
Am +n, n _ * 4n; n _ 2M +M, n m + 2n; 
5 20 5 190 3 290 3 
e v)=1 (и, v)e mile [7 9] е D f, un. v)=1 (u.v)e ПЕСИ: but 


X HV v)=0 (и, i [russo] [homo] F Ut v)=0 (u,v)e [snis |тоо] 


Mio 


N20 7120 
40 = [du | dy Ë 


Tho Tho 


Moo ` "ligo 
E (Ж nee 22 Ayo = | du | dv Ë =” = 2 BEE 


Moo Nigo 1ф0 


7120 7120 2 
о= [du [dv £ 29 nu. À, LE | Cos 2 = 
Tho то НУ m m 
24 Sin| À, vog To | — Sim À, Aal D | 27, GD Al ho | _ р Al | + 
Е Th Th nm Th 
E 204+20 
ral NT ) DD Al Te Tho Jenae 
Th Th 
1260 1260 
А = Í du Í RE ES es À, L5 | Cos] 2, Aal Z | = 
Migo Moo НУ m m 
dad Al A — SÉ DK | HE )- 2120 СЕ Al те ) + 
I mM | m m n 


204+20 
1 E | меу; Е ги ло т | 
mM n 
` N20 N20 u +v j 7120 7120 Š М 
Aj, = [du | ау MN, (и) = [au [av м2 (u)N2 (v) 
Tho Tho HV Tho Tho 
12960 1260 u +v 1260 1260 u +v 
A% = f du | d m M; (и)№ [au [а м? (u)N (v) 


Nigo Nigo Nigo Nipo 
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Pour développer les graphes de contour des profils de solutions et les représenter en coordonnées 
cartésiennes, outre les formules de correspondance entre coordonnées paraboliques cylindriques 
et cartésien, voici le domaine dans lequel sont compris sur une tranche azimutal p=cste : 


2 2 
Domaine fx, у} € bau. |" - SI. 3 =a 


2 2 
cn x? 
yt—2-- - > 0 
2  2cm, 
cn, x? 
c 
Tel que fx, y} inscrit entre les deux paraboles limites Я Е 
ch E - 
y+ —<0 
2  2cm 
ст x° 
y- hs == 0 
2 2ст 


Et sur le plan équatorial du paraboloide de révolution tronqué soit z=0 équivalent à и =v, il vient la 
correspondance avec les coordonnées cartésiennes : 


Domaine {х,у}є [nen |x I-en en; | 


x-cvuCos(p)- си?Соѕ(ф) y=cvuSin(p)= cu^Sin(p) Тап(ф)= È 
х 


1 
2 21 2 2 
x +y р : , m x + 
u= Kb {х, у} inscrit entre les deux cercles limites tel que nf < ف‎ <m 


Secteur azimutale d'angle d'ouverture n/2, d'un paraboloïde de révolution tronqué 
symétriquement : vue en tranche sur l'angle 1/20 : 


1 


Secteur azimutale d'angle d'ouverture n/2, d'un paraboloïde de révolution tronqué 
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symétriquement : vue en tranche sur l'angle de mi-ouverture r/4 : 


KY R.S Rem em 1T 3 C0617310 Y t 37 31-3——] 


Secteur azimutale d'angle d'ouverture n/2, d'un paraboloide de révolution tronqué 
symétriquement : vue en tranche sur le plan équatorial z=0, soit u =v : 
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Secteur de paraboloïde plein de révolution tronqué et infini condition inhomogène de Dirichlet 
en u, homogène de Dirichlet en v et o 


Le problème intérieur aux limites le plus général de l'équation de Laplace se présente comme suit 
l шә, 1 ôT(u.v.@) , д°Т(ш,у,ф) 1 Due 1 9 T(usv.e) _, 
u? +y? ди? u ди ду? y ду uv? дф? 
(и,у,ф)е О =[u9,+0]x[0,vo]x[0,90] (у, o) fini 
=f(v.)  Tüsv.e), =0 


C.L. T(1.v > @) „m, T(u,v,0) , = TVP) p-o =0 
Les fonctions azimutales sur un secteur d'angle фО sont de la forme 
EP _ gT 2 P 
o, (p) = Sinle,, o) Tn, ш P lo, (e) = 2 
0 
Les fonctions propres en v, intégrales et solutions sont les suivantes : 
ЖОК, 


2 
n, T 2 Vo 
NY @ 004, (M a.v) Жы, а A (ако) [N „= ; 


° Po 
Mh. Q)-K, uu) Am. = f av wW, (s „> do /(у,ф)$їн(с„„ф) 
0 0 
Les Кн) tal 
MA CEU T Ti svi.) 
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Secteur de paraboloïde creux de révolution tronqué et infini condition inhomogène de Dirichlet 
en u, homogène de Dirichlet en v et o 


Le problème intérieur aux limites le plus général de l'équation de Laplace se présente comme suit : 


1 [rero 1 дТ(д,у,ф) , 0^ T(u v.g), Hrsg), І Goal _ o 


ди? и ди ду? v ð wv og 


и? +у? 

(и,у,ф)є = [ио] [ии |0, о] | Tus v. o) fini 

CL. Т(и,у,ф), = Је) Tvs, = Tal, =0 Tv), Tal, 
Les fonctions azimutales sur un secteur d'angle фО sont de la forme 


о-ви) „= bel 3 


D'après tous les calculs déjà réalisés, les fonctions propres еп v, intégrales et solutions sont les 
suivantes : 


E Xv) E be ct E E е) 


Фф v - 9 по ту = 9 
e" 9 №, n v) Í (a v ) ү "m v ) nn, H J [ Z V ) Y (a v ) 
0 т \ у, 1 Tn \ Haze 1 Tny \ Ngy 1 Tn V Лр, 1 

14 "|У 119V 14 (| 4v. v 
n, n, (и) Je (a; п vi) Y, D n vı) n, n ( 2) J. ( n, n v] Y. (a 
GH D (v ) пр Qv пр Qv oy SC D" (v )= пр Ф ір 
AY Ng My 1 J AY Y. v AY no ny 2 v Y v 

Nng My Tny V Ngh Vi Ty n, n, Vl no.n, TL no n, Vi Ki n,,n, Vl 


IN; „ 2! e (0; „ SE vi: Dn, ‚п, wf 


= [ar Ni D m о) 


+ tx K, (жи) № n (v) | 
T(u,v.@)= n224 "e^ K. E Lm all „( Ti = Sin, o) 
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Domaine non bornée ayant comme frontière un paraboloïde de révolution ou un paraboloïde de 
révolution tronqué soumis à des conditions aux limites inhomogènes dépendantes ou 


indépendantes de l'angle azimutal 


Un paraboloïde de révolution complet : 
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II s'agit maintenant d'aborder en quelques pages la construction de solution à un problème aux 
limites sur un domaine bordée par une surface en forme de paraboloïde de révolution. Les 
conditions sont inhomogènes sur la surface de type Dirichlet ou Neumann. Pour la partie tronquée 
s'il y a lieu les conditions sont également de type Dirichlet/Neumann homogène ou inhomogène. 
On commence l'exposé par des conditions aux limites de Dirichlet et sans dépendance azimutal, 
puis on aborde des exemples avec conditions de Neumann. Sans dépendance azimutale, le 
problème est restreint à deux dimensions. 


Commençons par un paraboloïde complet, pour l'intérieur du domaine, il vient : 
1 ا‎ „ 1 ôT(u,v) , &T(uv) | 1 т) E 


pg +v? ди? u ди ду? v ду 
(и,у)є Q = [0,+=]х [0,v,] T(u,v) fini C.L. T(u,v) 


"EQ 


Tandis que pour l'extérieur du domaine sur le méme paraboloide de révolution complet nous 
avons : 


1 [O'T(u,) LOTQuv) Tuv) , 1 ôT(u,v) 
21,2 x + 2 T =0 
u +v du u ди ду v ду 


(u,v)e Q = [0,+0]x [и +] T(u,v) fini C.L. T(u,v) 


"LED 


Du fait de la non dépendance azimutal les solutions se développent sous la forme de fonction de 
Bessel de première espèce d'ordre O en u. Aucune condition homogène n'est imposé en u, de ce fait 
le spectre de valeur propres du probléme aux limites devient continu, et la solution ne peut se 
développer en série. Par contre la contrainte de finitude de la solution en ut, impose le choix de 
la fonction de Bessel de premiére espéce. 


Alors on peut choisir de construire la solution sous une forme intégrale. Soit proposer une solution 
de la forme : 


T(u,v) = aa I ACA) 1) DK, Av) 


Les coefficients C et D sont alors devenus des fonctions du paramètre d'intégration que l'on peut 
considérer variant dans spectre continu de valeur propre À. Le choix des fonctions de Bessel 
modifiées de première ou deuxième espèce pour la dépendance en v sera alors guidé par la 
condition de finitude de la fonction à l'infini. Pour un problème intérieur au paraboloïde de 
révolution (ou convexe) ce sera la fonction de Bessel modifiée de première espèce І, et pour le 
problème extérieur (ou concave) la fonction de Bessel modifiée K. 
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Continuons par un paraboloïde de révolution tronqué, pour l'intérieur du domaine, il vient le 
problème aux limites suivants qui se décompose en deux sous-problème: 


1 Cal, 1 ôT(u,v) Tuv) 1 ôT(u,v) E 
u? +v? ди? u Ou ду? v ду 


(и,у)є О =[u,,+e]x[0,v.] Т(и,у) fini 


ôT(u,v) 
CL. TVs = и) = +BT(u,v) = =g(v) 
| V д +v? ди и=ш 

E a OT(uv) _ 
T (uv) C.L. T(uv)., =f(u) E ës +BT(u,v) =0 

0 = 

T(u.v)=T, (u,v)+T. (u.v) = rn 
TU TG) Son = CU), es) ха) 

= шу +v? ди 


H=Ho 
Le premier sous-problëme est homogëne en u, le second en v. Tandis que pour l'extérieur du 
domaine sur le même paraboloide de révolution tronqué nous avons : 


2 2 
Í É TGV) , 1 ôT(u,v) | ST), 1 I o 
H +v 


ди? u ди ду? v ду 
(и,у)є = [ио] [voto] T(u,v) fini 


C.L. TG. =f(u) _ 2 TU), ot) — ab 
° V Ho +у? ди m 
a ƏT(u,v) 
T, (4, C.L. T\u, = T(u, =0 
(у) (u.v), = (и) Dr 8р + BT(u.v) | 
T(u,v)=T, (u,v)+T, (u.v) => d 
Luv) CL тиу), => TU), Bru) = af) 


d И. +v? ди 


Le tableau synoptique qui suit montre le type de construction possible раг série ou transformation 
intégrale dans le cas du paraboloide de révolution tronqué : 


H=Ho 


Conditions aux Conditions aux limites en v= vO | Construction de la solution 


limites en u= uO 


Type de 
problëme : 
intérieur, extérieur 


Intérieur Homogène Inhomogène Transformation intégrale 
Extérieur Homogène Inhomogène Transformation intégrale 
Intérieur Inhomogène Homogène Représentation en série discrète 
Extérieur Inhomogène Homogène Transformation intégrale 
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Pour construire certaines des solutions évoquées juste avant, on utilise une transformation de 
Hankel qui garantie le développement de toute fonction ayant les propriétés adéquates en un 
couple de formes intégrales dénommées couramment intégrales de Fourier-Bessel. 


La plupart des exemples donnés ci-dessous sont tirés de l'ouvrage d'exercices de Physique 
Mathématique publié par N.N.Lebedev, l.PSkalskaya et YS.Ufliand, 1965, < Problems of 
Mathematical Physics », section 2 « The Hankel transform » pages 160 et suivantes, section 5 
« Paraboloïdal coordinates » page 231 et suivantes. Les énoncés ont été parfois modifiés pour ne 
faire apparaître que la formalisation mathématique du problème aux limites de Laplace, sans se 
préoccuper de la forme exacte des grandeurs physiques en jeu. 


Théorème de Hankel avec les fonctions de Bessel de première espèce 


Pour toute fonction f(x) sur l'intervalle [0,+ce) dont la variation est bornée sur tout intervalle [0,x0], 
et telle que l'intégrale est finie : [ dx| Рох < 
0 
Cette dernière admet la représentation intégrale suivante, dès lors que le paramètre v > -1/2, aux 
points de continuité de la fonction : f(x) = [aa АЈ, (Ах) [а tJ (At) f (b) 
0 0 


Au point de discontinuité de la fonction, on écrit : 


f(x + 0) : f@œ-0) _ ja 7 AJ, (Ax) [а tJ, (At) f (b) 


Cette formule intégrale peut se décomposer afin d'introduire la transformée de Hankel de la 
fonction f(x) : 


F(A) = [at tJ (At) f (t) transformée de Hankel 
0 


f(x) = [а AJ (Ах)Е (A) transformée inverse de Hankel 
0 


Transformation de Hankel avec les fonctions de Bessel de deuxiëme espëce 


Un développement intégrale existe utilisant les fonctions de Bessel de deuxiëme espëce et les 
fonctions de Struve pour l'inversion, avec les mémes conditions imposées аих fonctions f(x) : 


f(x) = Та JAxH, (ax) [dt VUY (М) f (D) 


Y(AD fonction de Bessel de deuxième espèce 
H,(Ax) fonction de Struve 
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Transformation sur l'intervalle [x,,+) appelée transformation de Weber/Dirichlet : condition 
homogène de Dirichlet sur le rayon intérieur 


Un développement intégral existe également sur l'intervalle [xo,*e9) utilisant les fonctions de Bessel 
de premiére et deuxiéme espéce, avec les mémes conditions imposées aux fonctions f(x), pour des 
fonctions f(x) s'annulant en x=xo : 


x A 4 ¥, (Ax) Í t x)= 
feo [44 crar «a Gyr е f(x,)= 0 


Y, (Ax) =J (Ax)Y, (4x,)- Y, (Ах), (Axa) 


v v 


d (Ах) fonction de Bessel de première espèce 


Y (Ax) fonction de Bessel de deuxième espèce 


F(A)- [а P (At)/ (0) 


xo 


f(x) = Í dÀ AS (Ax) F(A) 


о (I, x) D. (x) 


0 


Transformation sur l'intervalle [хо,+ее) appelée transformation de Weber/Neumann : condition 
homogène de Neumann sur le rayon intérieur 


Un développement intégral existe également sur l'intervalle [xo,*e9) utilisant les fonctions de Bessel 
de première et deuxième espèce, avec les mêmes conditions imposées aux fonctions f(x), pour des 
fonctions f(x) dont la dérivée première s'annule en xx, : 


TN AY, (Ax) n NE 
ME тз ш йа 


P, (Ax) =J, (Ах)Ү, '(Ах„)— Y, (Ах), (s) ауес J, ( =] 9^0) ү, det- 260) 
ду эе ду 


J; (ax) Jonction de Bessel de première espèce 


Y (Ax) fonction de Bessel de deuxième espèce 


F(A)= [а tP (At)f (0) 


Xo 


f(x)= | dÀ A, (x) F(A) 


e Ux +(Y,'(Ax,)) 
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Transformation sur l'intervalle [хо,+ео) appelée transformation de Weber/Robin: condition 
homogène de Robin sur le rayon intérieur 


D'après l'article de R.K.M. Thambynayagam et T.M.Habashy, 2003 «А new Weber-Type 
Transform », un développement intégral existe également sur l'intervalle [хо,+еә) utilisant les 
fonctions de Bessel de premiére et deuxiéme espéce, avec les mémes conditions imposées aux 
fonctions f(x), pour des fonctions f(x) dont une combinaison linéaire de la fonction et de sa dérivée 
première s'annule en x-xo : 
AW, (Ax) 

(J, @х,)+ AAJ, (Ax) +(Y, (Ах„)+ RAY, (Ах) 
J 


v 


= [а LE (ar) f (0) 


Xo 


= [аА 
0 
(Ах) fonction de Bessel de première espèce 


Fox) hf )=0 | 
+, (Ax) =J, (Ax), 


— Ф, (Ax, )+ ЛААР, ' 


Y (Ax) fonction de Bessel de deuxième espèce 
Axo )+ ААУ, (x Y, (Ах), äs br RAJ, (Ах) 


SE й 


ауес Е Y '(x)= oY, (у) 


ls QV. das „= 
= | dt tW. (At)f (b) 
S (as) 
e AW (Ax 
= [dA i À 
fo [Tan Gare A 
En posant h=a/86, il vient : 
D dÀ АР, (Ax) | [а PADO 


Ах,)+ BJ, (Ax Sie + (aA Ү,'(Ах„)+ B Y, (Ах,)) Xg 

; E J, (Ax) fonction de Bessel de première espèce 
AS Y (Ax) fonction de Bessel de deuxième espèce 
V, (дк) = (J, (Ax)t2a Y, '(Ax,)+ B Y, (Qs) (a J, (Ах) 8 J, (Ax) 


(A дл) („\_ 9X) HELD 
avec J, (tz (= ¥ '(x)= 


у=з у=х у=х 


aA (ax,)+ BY, (x) = адо, (ax, aa X, (Ax,)+ B, A] - (A ae A Cs) B J ls 
+ BU, (ax, (aa Y, (ax) BY, (Ax,))- (ax De A a) + BJ, (x) 

= aA p(X, Ax), s) а)ба). Ваа (Y, dë. s ) J, (ax), (a) 

= 0 


= j dt tV, (At)f (t) 


Xo 


AY (Ax) 
dÀ F(A) 
EE 
Et l'on retrouve les deux transformations intégrales Weber/Dirichlet (a=0, 6=1) et Weber/Neumann 
(a=1, 6=0). 
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Développement en série pour les problèmes aux limites intérieur de Dirichlet/Neumann, 
homogéne en v, inhomogéne en y sans dépendance azimutal sur le domaine frontiére d'un 
paraboloide de révolution tronqué plein u€[uo, zez v€[0,Vol, 


Sur un paraboloide de révolution tronqué et plein : 


Commengons par un probléme aux limites du paraboloide de révolution tronqué ne dépendant pas 
de l'angle @ dont la solution peut se construire à l'aide d'une série avec des valeurs propres 
discrétes, soit sur le probléme intérieur de Dirichlet : 


AT(u,v)-0 (д,у)є [шу,+®]х[0,у„] Ту) fini 


v 


G, OT(u,v,) _ a OT(u,V) 


+ ¥ Т ,V =0 + H T : = 
ل‎ +۷ v E Ov By, T (toy) ft) 


V —Vo H=Ho 


C.L. 


Remarque : lorsqu'il y a dépendance azimutale, la construction de la solution suit le même principe 
en décomposant la condition limite en ses quatre composante de symétrie Y+X+, Y+X-, Y-X+, Y-X-. 
Les fonctions propres sont alors des fonctions de Bessel d'ordre entier et le développement en série 
est constitué d'une double sommation, l'une sur l'ordre des fonctions de Bessel et l'autre sur les 
racines de l'équation transcendantale correspondant peu ou prou à des zéros de fonctions de 
Bessel ou de leur dérivée ou une combinaison linéaire des fonctions et des dérivées. Une telle 
construction a été exhiber dans le cas des paraboloides de révolution plein ou creux avec 
dépendance azimutale des conditions aux limites. La solution est suffisamment complexe à écrire 
pour l'on se restreigne ici au cas plus simple sans dépendance azimutale. 
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Ici on reprend certaines des solutions déjà calculées en changeant les fonctions de Bessel I par K en 


M, (и) 7 А u)+ B,K,(A, и) 
N, (v) = Aal À, v)+ B, Yo (A, v) 
T(u,v) fini lorsque u > => A, =0 T(u,v) fini lorsque v > 0=> B, =0 


T(u,v) = > AR, mv À, v) 
п=1 
v OT(u,v) 


dere D. T (av) 


C.L.— 


2-0 1, tq Ay, À Ji (A, Vo ) = Bi, Jo (2, vo) 


V=Vo 


Normes des fonctions propres : 


2 (муур +(N (y x 
Ë É (N'Y +(N,(v)) | Gr) UA, 
2 2 


IN, e» = [ dvv N. (v)? = 

Trois formes 

velara vo) + Una v ye) OG ЛЕ ЗЕ ЗАК ЛО Л (ОЕ Эў 
2 24. m j X D J 


La prise en compte de la condition aux limites en v=vo conduit à l'élaboration des intégrales 
suivantes pour la détermination des coefficients du développement en série : 


H 
i TAT n) + Bi, ТОШУ) = fa) 
Du +V 
+œ Vo 2 2 
T(u,v) У AKA, u)J,(2,v)=> A, = — [avv VH, +v ärt 
Ë Wurt, (Lat C ne аг +v Ko (2, a) 


l.l = 


Résumons, la solution s'écrit : 


T(u,v) = Y AK, DOE? v) À, tq aï A„J (A, vo) = B,, J (A, vo) 


п=1 


ep aa wo Gu? sete Y ec) veu ays) nz) 
| š 240, ) 2(8} Y 


шум үш, +v? J (A,v)f (v) 
2 
|N, (v)| 9 cm lo) + H. V Gs +v K,(2, m) 


n 
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Pour fixer les idées prenons des conditions aux limites homogène et inhomogène de Dirichlet : 


abu e le ee [ауу A. vlait? 
0 
2< NAv) Kha u) 
— 4, VAM QUA à, tq J(2A,v )=0 
LT) Km) Ge 


Vo n=1 


— T(u,v)= 


Pour des conditions aux limites homogène et inhomogëne de Neumann : 


0 = A, constante quelconque А, = [avv J (A, vus +v? f(v) 
0 


Hoy H = 7 AV = 
an, =Q, =1 Bi, = б, = 


Ho Vo 
Paie +2, Ў, HU) Кн) а а AA ln 
E AJ, v.) KA, А) 


0 n=l 


Pour des conditions аих limites inhomogëne de Neumann et homogëne de Dirichlet: 


a“ =] н – (0) Vo 
1-0 8, |=4 = [avv Aa, v) pt +v fe) 
= 0 


2 Ae J(A,v) K,(¿A,u) 
T(u,v)= A оа хт À, tq JA =0 
(и v) v 2 > n ROACH my K (2, my n q Al 0 


0 n=l 


Et enfin pour des conditions aux limites inhomogène de Dirichlet et homogène de Neumann, on 
doit inclure la solution de valeur propres nulle qui est la fonction propre constante en v, amenant à 


un terme supplémentaire dans la solution : 


vo 


= A d VV y y A d VV y 
a, 1 p; 0 ° 0 | É y 0 


2 e$, K(A,u) J, (2,v) 
T(u,v)- —| А А, 9" QA À, tq AJI =0 
S Ё zi +2 í K, (2, us) (Jo(2„vo)Y Í A : Il ge 
[ауу (Ау) су (A, v.)=0 


Si fiche , 3 
0 v 
À, = [4уу 7б) = ES 
0 


= T(u,v) =T, 


Remarque : pour la catégorie des problèmes aux limites où la condition en u est homogène et la 
condition en v est inhomogène, il faut construire la solution à l'aide d'une transformation intégrale 


dites de Weber-Orr (aussi appelée selon les cas Weber-Dirichlet, Weber-Neumann,...) 
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Développement en série pour les problèmes aux limites intérieur de Dirichlet/Neumann, 


homogène en v, inhomogéne en u sans dépendance azimutal sur le domaine frontière d'un 
paraboloïde de révolution tronqué creux u€[uo, zez v€[v;,v;] 


Sur un paraboloide de révolution tronqué creux : 


20 


20 
Voici un problème aux limites du paraboloide de révolution tronqué пе dépendant pas de l'angle o 
dont la solution peut se construire à l'aide d'une série avec des valeurs propres discrètes, soit sur le 
problème intérieur de Dirichlet ou de Neumann : 


AT(u,v)=0 (u.v)e [uo tolii, va] T(u,v) fini 


Ay, ôT(u,v) + B: FCU E a, ôT(u,v) +B, T(u,v,) =0 


2 
үш? +v? ду үш? +v, ду - 


V=V, 


C.L. 


u 
au, OT(uo,v) +p" T(uo,v = fu (v) 


Гао ду 
+у 
Ho H=Ho 


Dirichlet ou Neumann a, =1- Ву € {0,1} ay, -l-fy € {0,1} a, =1- Ви € {0,1} 
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Remarque : lorsqu'il y a dépendance azimutale, la construction de la solution suit le même principe 
en décomposant les conditions limites en ses quatre composantes de symétrie Y+X+, Y+X-, Y-X+, Y- 
X-. Les fonctions propres sont alors des fonctions de Bessel d'ordre entier et le développement en 


série 


est constitué d'une double sommation, l'une sur l'ordre des fonctions de Bessel et l'autre sur 


les racines de l'équation transcendantale correspondant peu ou prou à des zéros de fonctions de 
Bessel ou de leur dérivée ou une combinaison linéaire des fonctions et des dérivées. Une telle 
construction a été exhiber dans le cas des paraboloides de révolution plein ou creux avec 
dépendance azimutale des conditions aux limites. La solution est suffisamment complexe à écrire 
pour l'on se restreigne ici au cas plus simple sans dépendance azimutale. 


Les fonctions propres en v et leur norme s'écrivent : 


м" (у)= Jo (ХЕ v) Yo (av 2 v) 
a; As Jy tvi ву Jo Dm ay A ү (а) FAN. 


WEIEN r [3۷12 _ RY VI Vo V VV y 1 ENG _ RY VV2 
ay, An Jo Loi v) By, As: v) = ay, Mn Yo (ar v) Py v (ar v) 


та «у А"? Jg" Lo w Va + Ву, Jo av») ay, А”? y (av "у, n Ву, Yo (xov) 
Мз (v,)= Jo (av: v) Y, (a V2 v) 

| ox и) в J (Avi) ay a Qna Je BE (зи) 
NY m (v.)= Jo (arr: va) Y, (д va) 

a, AP D "зу, )- Bi, Jo Lo Yay) a, Ан”? Yo! Lo "у, )- Bi, Yo (ar "у, ) 

Ми (и) рингу je Jit) Yo (ir) 

Аш”? = i a, An Kate "зу, )- Bi, Jo (s) a, eg Y. (ar WI E By, Yo D "у, ) 
М) ,V2 (v) = Drun E AE vj] vy (av V3 vj] 

ы» "`" at apto Бу are): aan )- Ву nan) 

3 vj (los: (v; D + (уу 2 (v, D ) -w (pas (v, D + (уу (v, y) 

меер 


Les fonctions еп и s'écrivent : М,(и)= A, (À, m)+BuKo(A, u) 


T(u,v) fini lorsque u> < А, =0= М„(и)= K.(A, ui) 


La prise en compte de la condition aux limites en v=vo conduit à l'élaboration des intégrales 
suivantes pour la détermination des coefficients du développement en série : 


2 2 утуу. 
но +V N,U? (v) 
[avv n Ho 


2 
+y? ۷ 


А, = 

i Guer), gu Tu, v)= f (v)= dét | vi (ares rlan MA [u +v2 Kal 0 wll 
Ho I ” Ho 

T(u.v) di Ky ujuy” (v) 


n-l 


Problème aux limites de Laplace — système de coordonnées paraboliques de révolution - 779 


Pour fixer les idées prenons des conditions aux limites homogène et inhomogène de Dirichlet : 


JL z VC = > GV: =0 и v v 1 A 1 a NGP Z. MO 
€ =G, = G, Ke В = В, = By, Sé п 2 | WEE uo) 


n 


> Np (ир) = Np (v.)=0 


NI Wé (v) = Jo (av š ы Yo (av iki H an КЛ tq Jo (av зу, z Y, Ду! 2 Vi 
Jo o "nl № Loi "у, \ oA va 


мү (v) ps (y) = al) SE, u ы 


Дд”? JA Mw) йи”, J rw) ra") 
М" Чу») pan ( )- AE v, yy (n7 v). луз) rar.) 
д» jar) num) ll) Säz) 


D О) woo ef. 2 E 
i 2 2 


Кой" al woch) - avis‏ و 
pir a‏ 


Si f, (v)=T„ => B„ =T E nez) Tu pan Se 
Ho Ho n Ho 
Vi 


AE) Yn) А”? AE) Yr) 


Vi 
Jo (a SS v) Y, (av va v) 
уру (v;)-viD? ^ (уу) Y 1 K (ar u) Jo lav "zue nla "y 


TEN А”? ANNE ш. Аа к uo) иу" (v4) v р (vi) 


п=1 


Prenons maintenant un exemple qui illustre la prise en compte ае la valeur propre nulle. Elle 
intervient lorsque le problème aux limites est homogène de Neumann de part et d'autre : 


v v v v 
Neumann a, =e, =1 В, =b, =0 


a! 
er Ga) S Gel E mm or (e) a Sinn -f (v) 
E S v 0 0 
V=V, V=V2 Ho +V 


и=ш 

La solution de valeur propre nulle est de la forme A+BLog(v) qui compte tenu des conditions 
homogène de Neumann est une constante que l'on peut prendre égal à ип. La fonction en u est 
également de la forme A+BLog(u) qui compte tenu de la finitude de la solution cherché est 
également une constante. Оп аига donc en application de la condition aux limites inhomogëne un 


1 ` 2 ê 
terme constant АО de la forme : dN fav V Sm б)= Ly? fav УЛ» б). 
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Ce qui donne la solution générale suivante : 


муч) Zv) SS ي ير‎ Ашы) _ кш") 
= лз) ñana) #7 “4 rm) иан) 


Му (v )= Jo (a; а и) Yo (a ds v) NY (v j= Јоду" v) Y, (д v) 
1 Jav) xav n 2 E. Ay] Di узу) 


NL (v) = ру? (v, ) = М" V2 (у) 
А? Ana 
2 | 1 ` Мно +v? Му" f, (v) 
PE = [av v ful) A, = ; [ауу ° 
ech pae 1 [=n (as kä du? ein o) 


T(u,v)- 4 + Уак, Loi DC (v) 


п=1 


= ру}? (202 [уу m | = vH (v, E M (v, Ÿ 


Avec une fonction limite constante To pour une conditions inhomogène de Dirichlet, tous les termes 
An s'annulent et il ne reste que la solution triviale Ао=То. 


Remarque : pour la catégorie des problèmes aux limites où la condition en u est homogène et la 
condition en v est inhomogène, il faut construire la solution à l'aide d'une transformation intégrale 
dites de Weber-Orr (aussi appelée selon les cas Weber-Dirichlet, Weber-Neumann,...) 
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Transformation intégrale pour les problèmes aux limites extérieur de Dirichlet/Neumann, 
homogène en v, inhomogëne en y sans dépendance azimutal sur le domaine frontière d'un 
paraboloïde de révolution tronqué u€[uo, +20] 


Pour le problème extérieur en v : 
AT(u,v)=0 (u,v)e [t,++00]x [voto] Т(и,у) fini 


v 


a, OT (U,V » r$ OT (Lp, V 
CL. اگ‎ + 8 Tuvo) =0 > L T BE TGV) = (0) 
H ш : у= Ho d d H=Ho 
Rien qu'en se restreignant à la condition aux limites homogënes de Dirichlet en v, on retrouve la 
même constatation que pour le problème homogène en u=u0, conduisant à une solution intégrale 
utilisant les transformations intégrales de Weber ! 


Pour une condition de Dirichlet inhomogène en u: 
PAv) = Jo( Av) (Avo) — Yo (AV)J (AVQ) 

a c(a) 5 WV, (Av) Kyu) 
Jv) + Qv) K, (Ato) 


avec C(A)= j dv v. (Av) f (v) 


Vo 


T(u,v) = ju 


Pour une condition de Neumann inhomogène en и: 


ue = [ug +у* (и) Aach = Јоду) Qv) -AVJ v) 
H =o 


T(u,v) = [а ca) w ay) ESO. avec c(a)= [ау учду) [аъ fo) 


(Jv) + (Av) K (Au) 
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Transformation intégrale: а 


lication aux 


roblémes aux limites intérieur et extérieur de 
Dirichlet sans dépendance azimutal domaine frontière d'un paraboloide 
u€[0,°°] 


de révolution_complet 


Avec le théorëme de Hankel, il devient possible de construire une représentation intégrale de la 
solution. D'abord sur le problème intérieur (problème convexe) : 


AT(u,v)=0 (д,у)є[0,+®]Х[0,у„] T(a,v) fini C.L. T(u,v) 
sous la forme suivante : 


LED 


T(u,v)= [алл олса) 0) 


ауес C(A)- | аи uJ (Au) (и) 
I (Av) | 
Tandis que pour l'extérieur du domaine (problème concave): 


AT(u,v)=0 (u,v)e[0,+œ0]x [ио] T(u,v) fini C.L. T(u,v) 
sous la forme suivante : 


NEXU 
= [ал AJ amca) E? c(a)= fa À 
T(u,v) = | (Аи)С( з ауес C(A)= | u pJ (AH) f o 
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En revenant sur la solution du problème intérieur : 
I, (Av) 
I (Uv 6) 


+оо 


тшу) = Í dâ 70 Qa )C(2) 
0 


avec. C(2)= [du us Qu) fan 
0 


T, v e[0, u] 


Prenons une fonction limite en palier de la forme : f( и) = | | | 
0 velu,,+0 


La solution s'écrit : 
m À Ho (Ano) 
c(a) =z jen z)= = To [2] (z z) =T, ME 


I (Av) 
I (Avo) 


= T(u,v)= Tou, Í dA J (Au) (Aug) 


Cette solution est à rapprocher d'un problème déjà étudié et dont la solution se présente sous 
forme de série. La solution du problème aux limites formulé sur le paraboloide de révolution u=u0, 
se présentait sous la forme : 


АТ(и,у)=0 (u,v)e[0,u,]x[0,+0] T(u,v) fini C.L. T(u,v) E 


TUE | о, (u,v) V(uv)eQ к=, 14, |x [o, Va] 


‚би. v) V(u,v)eQ zem |@; uj] [Vo +00] 
_ 2T, [A G, и) D vo (2, 7) 49A, у) (A, ио) К (A, vo) 
To (u,v) > 
дь LEA, Ду) (7(4, v, )K. A, va )+ (4,70 )Ko (A, v.) 
2T LUE) I (A, v, )K,(À, v) 
T. (u,v) es 0 0 n 1 n 0 0 п 
ee EE ON, 
Par échange des variables u et v, formulé sur le paraboloide de révolution v=v0, cela donne : 


ar(av)=0 (и), аро] Tiv) fini CL Zuch =1 cho 


0 u e [ue] 
RE ul ашу) aale = [0,10], РА 


iM e [0,v,] 


0 ve [vo ET 


À, tq Jo (2, m = 0 


Lu, 2 V(u,v)e О, = [д,,+]х o, | 
27, J A, v) K (2, uo XL (A, 4s)- A; и))+1,(А„ ш)к,(2, Ho) 
S Jux = 2 AJ (A, vo) (n(A, us )Ki(À, pelt (A, us )Ko( A, ul | 
2T, < J (A, v) n(A, us )K, (4, u) 
Vo ei 4,7 Any о) (А, o )K (2, Delt (A, us )Ko( A, ul 


(Av) 


(Avs) 


To, (u,v)= 


< T(u,v)= lei (Au) (un) 
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Nous avons tracé le profil des deux solutions notamment sur l'axe de révolution du paraboloïde, on 
constate un léger décrochement de valeurs entre les deux sous-domaines, dâ à un défaut de 
convergence avec un nombre de terme de la série limité. Mais dès que l'on s'éloigne de l'axe de 
révolution les deux profils coïncident parfaitement : 


Par exemple pour une valeur de u0=3 et v0-5, les deux profils en u pour la valeur v-v0/5-1, 
donnent : 


Et pour les deux profils en u et v sur le domaine [0,2u0]x[0,v0] : 


e| — 


4 


On observe le décrochage entre les deux solutions uniquement sur l'intervalle [0,u0] pour des 
valeurs de v proche de zéro (soit l'axe de révolution z du paraboloide). 
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Transformation intégrale: application des transformées de Hankel à la résolution des problèmes 
aux limites de l'équation de Laplace : problème de Dirichlet électrostatique dans l'espace 
convexe (intérieur) d'un paraboloide de révolution v-vO, potentiel dû à une charge placée au 
foyer de la parabole : 


La parabole v=v0 a pour équation implicite cartésienne ou cylindrique (p,z) : 


2 2 
-=v 
x^ + y? = р? = a? uv? z=a" avec = Ò< U,V < +œ 
2 2, 4 
2 —av 
yy ج‎ p° = a° my, = z=- 000. 
2av, 


Les sommet et foyer de la parabole se trouvent sur l'axe z aux points suivants : 


2 2 
p= 4? +В: + C => sommet (p,2)= =Ë $ Gel foyer (p.2)=| В 1 ree 


24' 4А 2A 44 
1 | 1 
—B=0 A= Ces qn 
2ау, 2 4 
av," ауу" 
sommet > p =0,2=———©=———° foyer = p = 0,z = 0 
2av, 2 


Le foyer est donc l'origine des coordonnées cartésiennes. Dans ce cas la charge provoque un 
potentiel de la forme : 
NM 7 27, 


Т,(р,2)= = 
i Jr + у? +2? 4 Gët Le ay رھ‎ +(u? -vY 


V + 
2 


2Т, о 
2 2 
a [u° +v?) al +v?) 
La charge induite sur la surface du paraboloide de révolution parfaitement conducteur annule le 
potentiel sur ces derniers en v=v0. Le potentiel se décompose en deux fonctions sous la forme : 


=> T.(u,v)= 


8 =>. 9%, 
A DE  e 


Le dernier potentiel est solution du problëme aux limites : 
AT(u,v)=0 иє[0,=) vel[O,v.] T(+oo,v) fini 


Tuut | dâ ACC) avee С(а)= [аи ul Cut) 


2 2T, ï? À 
fü) = T(u.v), E E C(A)-- A fdu ASA. 


u? + Vo 
Or il s'avère que Í du HU) = K,(Av.) 
0 0 
L, (Av) 


2T `° 
Tuv) TE | dA AADK AVI) = 
0 0 0 
2T, 2T, `ï AC 
TOT ^ f dA Уул 
alu +v?) a © 


AS Iy(Av4) 
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Transformation intégrale: application aux problèmes aux limites intérieur et extérieur 


inhomogène de Neumann en v sans dépendance azimutal domaine frontière d'un paraboloïde 


de révolution complet и<[0, °°] 


Avec le théorème de Hankel, il devient possible de construire une représentation intégrale de la 
solution. D'abord sur le probléme convexe intérieur : 
AT(u,v)=0 (u.v) e[0,+0]x[0,vo] Tev) fini 


CT (u,v) 
ду 


= du" +vo f(u) 


V=Vo 


= /(и)Ф 


v=vo 


C.L. 


sous la forme suivante : 


+00 +œ 
T(u,v) dela forme T(u,v) = Í dÀ AJy(Au)D(A) I (Av) S> Í dA АЈ (ADC (A) 10)4۷) 
0 0 AL (Avo) 
TI suffit de poser arbitraitement D(A) = Be? 
+00 
Donc ôT u,v) = и? vy f(u)> | da xJ (Au)C(a) (Avo) _ и? vl flu) 
ду v=vo 0 T (Ava) 


+00 Eo " 
= (= [ди шоши? + TGD T(u,v) = Í 4A Qu) C(4) 738 v) 

0 0 (Ava) 
Soit en simplifiant 


(4) I, (Av) 


c()- | du шо Qu) H? vo? f (u) Zeien T (Avo) 


Tandis que pour l'extérieur du domaine (problème concave): 
AT(u,v)=0 (u,v)e [0,-++со]х [v+] T(u,v) fini 


1 OT(u,v) E -f(u)e OT(u,v) 


2 2 
yU +V, ду E ду v=vo 
=Vo 


sous la forme suivante : 


ES -y g? +v. flu) 


E = Ми? +у flu) E = -AK (Avo) 
Ov |, ду 
T(u.v)= {аА ласі) а ауес C(A)= [ du a, Qu) fe +v f (u) 


Etant donné que le flux est fixé (condition inhomogëne de Меитапп), la solution est toujours 
valable à une constante prës. 


Problème aux limites de Laplace — système de coordonnées paraboliques de révolution - 787 


Transformation intégrale: application aux problèmes aux limites inhomoqëne en v intérieur et 


extérieur de Dirichlet avec dépendance azimutal 

Le problème aux limites a la forme suivante : 

AT(u,v.@)= 0 (и,у,ф)є [0,+0]x [0, v, |х [0,27] T(u,v,@) fini 
C.L. T(u,v.@), = /(и,ф) 


Cette fois-ci le développement de la solution se fait tant en intégrale qu'en série, sous la forme : 


Т(ш,у,ф) =Y. |44 27, (C, (2) 1, (2v)+ D, (2)K,AVX4, (4) Соз(л)+ B,(A)Sin(no)) 


Plus particulièrement sur un domaine intérieur, il viendrait avec le théorème de Hankel : 
АТ(и,у,ф)=0 (u,v.@)e[0,+0]x[0,v,]x[0,27] TG v.e) fini C.L. Tavo), = fuo) 
/(ш,Ф)= fy. (оф) + frs 69) + fi x 59) + fi x 06,9), sachantque Ј(и,ф) = f(u,2z+@) 
Ј(и,ф)+ fuz -9)* }(и,-ф)+ f (u,g — Z) 


Jrs x69) = à 
f. (u EE 
Y+,X- H 4 
At, EDL lettres) 
Y-,X+ H 4 
| J(u,o)—- f(u,z -0)- f(u,—0)+ f(u,p- z) 
Jfr- x- 5) 4 
Ç 1 Ke Y+,X+ T, (Av) 
DaN [dA A ACT (a) 357 Cos(anp)+ 
| dA АЛ, (Qu) CE (a) Pea (AV) ç, 
au) (2) F à Sin((2n +1)o)+ 
E i o 
> Í dâ âJ ai) (a) “С Cos((2n + (el, 
п=0 0 2n V Vo 
У Гад A) та sinano) 


2л +оо 
cy (а) = [de CosQno) | du pI, Qu) f, x. (ue) 
0 0 


2л +œ 

Cz (4)= f do Sin((2n+1)@) [du at, (AU) fy. x (el 
2л 0 

ауес 


C53 (A) [ae Cos((2n +1)р) | du и, A) f, х (а.е) 


cy @)= [aesin(2no) [du ur, Caf, (ье) 
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Tandis que pour l'extérieur du domaine : 
AT(u,v,0)=0 (u,v.@)e[0,+0]x[v.,+o]x[0,27] Т(и,у,ф) fini СІ. Tuvo), = Јн.) 
J (UP) = frs x, (Ф) + fy. x (UP) fy y (W.P) + fy х (4059), sachantque }(и,ф) = f(u,27 * 9) 
f(u.@)+ f(u,z —@)+ /(и,—ф)+ }(и,ф-л) 
4 
f(u.@)+ f(u,z —@)— J (u.-@)- fus9-z) 
4 
f(u.@)- f(u,z -9)* f(u,-p)- f (u,@-w) 
4 
f(u.@)- f (u,a -0)- f (u, 70)+ f (1,9 - 2) 
4 


Zen, (1,0) = 


Jy..x- (и,ф)= 


fra (и,ф)= 


Jy-x_(4,0)= 


€ 1 t€ „x+. (4 \ Ka, (AV) 
dA AJ, (АСА Cos(2 
ien | ER) и) 2п ( ees os( пф)+ 


Sr Lx Konan (Av) с. 
dA AJ „ (AC (A) 2 Sin((2n +1)p)+ 
> | 2 2п+1 ( к л) (( Yo) 


1 
T(u,v,Q)- —x 


Л +оо +00 , | K (Ау) 
dA AJ, (Апус! (A) an Y) Cos((2n +1 
2] ami (A) Canis ( к av. os((2n+1)@)+ 

+œ +00 dë K (Àv) 
AU ducts (a) V 
> | dt и) 2n ( av) 


n= 0 


5їп(2пф) 


2л +00 
cy (а) = [de CosQno) | du pI, Qu) f, (ие) 
0 0 


2л +оо 

С (4)= [ар Sin((2n + 1p) | du at, AU) f. x (el 
2л 0 

ауес 


C53. (4)= [de Cos((2n +1)p) [du A, (Аш)... Qus t) 


cy, (4)= Í de Sin(2np) | du и, (ш), x (u.0) 
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Exemple pour une fonction limite sinusoïdale, sans même passer par la décomposition en symétrie, 
il vient pour le domaine intérieur : 


AT(u,v.@)=0 (и,у,ф)є [0,+]x [0,v, ]x [0,27] Teuvo) fini 
f(u,@) = /,(и)Соз(тф) 


MAN. = алл аса BE cog) 


_‚ = J(u,9) 


n=0 1+0,0 % L(Av,) 


avec C,( )- [десең 2n [du nr, Ca, (u)Cos(mo) - лб Jo ш, (2ш), (ш) 


C,(4)-26,,C,,(4) avec C,,(A)= jan uJ (Au) f, ш) 


F TR E Ze І (Ау) 
Т = À À Д) = 
= Т(и,у,ф) Le ја АЈ (Au)zó, С av) Con) 


+œ Ò „m 
"TUE o. 


| 4141,00, (à Уу Cine) 


„(a) A cos(mo) 


= то) = Í aras, (0с, ln 


Si fun) = (ибт) = Таир) = | 22I AC al іти) 


Exemple pour une fonction limite sinusoidale, sans méme passer par la décomposition en symétrie, 
il vient pour le domaine extérieur : 


AT(u,v,p)=0 (u,v,p)e [0,+со]х[к„,+]х [0,27] T(u,v,.@) fini 


PEE 


Si ul: f, Gr Cosime)-» T(u.v.@) = | dA Ai ADC, (4) FA Cosme) 


Ка Sin(mọ) 


Si f (1.9) = /„(и)5їп(тф)=> T (u,v, p) = | 4447, 040€, (à) Rm. 
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Transformation intégrale: application aux problèmes aux limites intérieur de Dirichlet/Neumann 


sans dépendance azimutal domaine frontière entre deux paraboloïde de révolution complet 


u€[0,c], v€[ v1, v2] 


Avec le théoréme de Hankel, il devient possible de construire une représentation intégrale de la 
solution. D'abord sur le probléme intérieur (probléme convexe) : 


AT(u,v)- 0 (u,v) e [0,+о]х |vi. v; ] T(u,v) fini C.L. T(u.v),, - fi(u) T(u,v),.... = ñ (u) 
sous la forme suivante : 
T(u,v) = Le El Y as) Ur) vi) оу) аи AXE Gr Ave) Av Mo (as 


avee CO)= fau анди) œ D) fau (AG 


Prenons une fonction limite en palier de la forme : f (u) = Sch Ç Y e | 
0 veluo,+oo 


La solution s'écrit : 


c(a) _ D(A) E ња) 
Jo (2и), (Au, )U (Av X&o(Avi) - K.(Av;))— K (vl (vi) L (àv; )} 
I (Av. )Ko(âv.)- LEI Vo (avi) 


+00 
= T(u,v) = HoT Í di 
0 
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Considérons le problëme avec une condition de Neumann inhomogëne imposée sur la surface 
intérieur et de Dirichlet homogène à l'extérieur, soit : 


AT(uv)=0 (le ask Tac fini C.L. =-Л(и) (у), = Au) 


V=V) 


у=®| 


On choisira alors une solution de la forme : 


E (Av) (Avi) (4v) (Avi) ; (av) (AV) (4v) (Av) 
SE О крл ы) ча SE О j} 
avee C(A)= [ди ut as Go 


KV) (Avi )- L (Av )&o (Av) 
K (Avı Molva Je (Av, )Ko(2v >2) 


= үн? rv fiu | da PJ (Au)D(24) 7 Aa? +v fi(u)=> D()- = | du uJ Quy +v Л\(и) 
0 0 


+œ 
Pour la partie | ад АЛ, (4)D(A) 
0 


s; Ty) 
ду 


v=V, 


Soit en simplifiant autant que faire se peut l'expression : 


Tar) = Jee I (Av)Ko(2v.)=Ko(4v)Io (Avi) - pla H 


Hi (Av; )Ko (Avi }= Ko (Av; Mo (avi) | К, Du m (Av; )+ 1, (Avi )Ko (2) 


ауес C(A)= [au uo(Qu)f(u) et  D(à)- [au uo uy H? +v fi) 
0 0 
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Transformation intégrale: application aux problèmes aux limites Dirichlet homogène azimutal 


inhomogène en v intérieur et extérieur de Dirichlet ou Neumann avec dépendance azimutal sur 
un secteur d'angle azimutale 


Le problème aux limites purement de Dirichlet a la forme suivante : 
AT(u,v,p)=0 (и,у,ф)є [0,+о]х [0,, |х [0,ф,] Tuv, o) fini 
CL. T(u.v.@),., = fluo) Tivo), „= Taxe, =0 
Cette fois-ci le développement de la solution se fait tant en intégrale qu'en série, sous la forme : 


T(u,v.@) = $ (da АЈ, (AU)(C.(4)1,(Av)+D,(2)K, Gi ZZ ç) 


Plus particulièrement sur un domaine intérieur, il viendrait avec le théorème de Hankel : 


(u.v.@) e [0,+0]x[0,v,]x[0,9,] c, = 
Po 


+œ +00 I H Po +œ 
T(u.v,@) = У (dâ âJ, (AC, (A) 1 ae | Sin(r,p) avec C,(A)= |4ф5їп(т,ф)|4и pJ, (Au) f (uo) 


0 n=l 0 


Tandis que pour l'extérieur du domaine : 


(куф) є [0,+0]x [v,,+00]x [0,0,] т, = 
Po 
2 +оо +00 


K, (Av) ,. °” ša 
9, > pa AJ. (Au)C, (4) K, (av) Peso) avec C, (4)= а Sin(s,p) | du LJ, (Au) /(u,@) 


Т(и,у,ф)= 
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Pour le problème aux limites homogène de Dirichlet et inhomogène de Neumann, il vient avec le 
théorème de Hankel sur le domaine intérieur : 


(и,у.ф)є ask, kal =, = 


€ T(u.v.o), o = T(u.v.o) 


пл 


CL. ƏT(u,v,@) 


Ф=Фо 


ду V=Vg 
GE AVL, Av J. (Au)C, (A)sin(v,o) у: 
Т = 25 Z (A Nu 
(и,у,ф)= SE e $ À (О ЕСЕ v.) ж; T. ОТА AA u^. +V, "rt U, ol 


Tandis que pour pour le problème aux limites homogène de Dirichlet et inhomogëne de Neumann, 
sur l'extérieur du domaine, il vient : 


(a.v;0)c [bf0bdv.relkI0;0]. т = 
0 


=-үн*+у, fiue) T(uv.e), „= Tuvo) 


C.L. дТ(и,у,ф) 
ду 


Ф=Фо 
V=Vo 


АУК, Av, (Au)C, (A)sin(v,o) 
Т = dÀ = аф Si d (Au) ш? 
(д,у,ф) = SH SS ES UJ n K vi) a=] @ Sin(r of u uJ, (Au) B? +v fluo) 


Po пт 0 
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roblë mes aux limites Dirichlet homogène azimutal, 


inhomogëne еп v intérieur de Dirichlet avec dépendance azimutal sur un secteur d'angle 
azimutale, u € [0,+c°], v € [ v1, v2] et «p€[0,«0] 


Transformation intégrale: application aux 


Le probléme aux limites purement de Dirichlet a la forme suivante : 


AT(u.v.@)=0 (uv. o)e [0,+®]х]у,»» |0, о] Ta, el fini 
CL. T(wv.),., = fio) Tue, = (е) Т(у), „= Tal, = 


Cette fois-ci le développement de la solution se fait tant en intégrale qu'en série, avec la solution 
sous la forme : 


Po +œ 
ï, = e C 2) [доз т„ф Ion, LGuln el et D,(2)= |де5ї(т„ф) [du ur, (Au) fa Quo) 
0 0 


2y fau 26 EE Wi d 


L(Avi)K,(Av;)- 1,(Av;)K, (Avi) | L(Avi)K,(Av;)- 1, (Av3)K, (Avi) Po 
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Transformation intégrale: application aux problèmes aux limites intérieur/extérieur de 


Dirichlet/Neumann inhomogéne en v, Dirichlet homogène en u sans dépendance azimutal 
domaine frontière d'un paraboloide de révolution tronqué u€[us,°], v€[0, vo] 


Un paraboloide de révolution tronqué : 


Avec le théoréme de Hankel et sa partie sur la transformation de Weber/Dirichlet, il devient 
possible de construire une représentation intégrale de la solution. D'abord sur le probléme intérieur 
de Dirichlet : 
AT(u,v)=0 (д,у)е[и,,+о]х[0,у,] Tu) fini C.L. T(u,v) 
sous la forme suivante : 
¥, Au) = Ja (ADY (Aug) = Y Qu)J Que) 
n AC(A) (Av) n 
T(u,v)- | dA PA) avec C(A)- | du p, Quo f (u) 
| Co) О) "Jär ] ° 
Tandis que pour l'extérieur du domaine : 
AT(u,v)=0 (u,v)e|u +o |x v, +0] T(u,v) fini C.L. T(u,v) 


v=vo = Хш) T(u,v) = = 0 


у= = f (u) T(u,v) pm =0 | 


sous la forme suivante : 
V. (Au) = J (Au)Y, (Аи) – Yo (Au)J (Auto) 
AC(A) 
5 ; V (Au) 
(0) + (Ga) ÈS 


Un problème intérieur de Neumann donnerait : 


Ô 2 2 
= = ZERO TGV), 7-0 Wy) = JOY, Gus) = Y (AU)J Ou) 


K,(Av) 
K,(Av.) 


avec. C(2)= [du uv, Cun) f (u) 


Ho 


T(u,v)- Га 
0 


c(a) Lv) T _ 
À EE = 
TS any Лы me 014и AV (Au) u +v fu) 


T(u,v) = [aa 
0 
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Un problème extérieur de Neumann donnerait : 


TRO = Ji? vu su) Таах), =0 PAD = Ошу) = YM) J, (Att) 
_ c(a) K, (Av) n. z g 
T(u,v) Eege VD e v avec Ru H (Qu) и” +v fü) 


Transformation intégrale: application aux problèmes aux limites intérieur/extérieur de 


Dirichlet/Neumann inhomogéne en v, Neumann homogène en y sans dépendance azimutal 
domaine frontière d'un paraboloide de révolution tronqué u€[uo, се], v€[0, vo] 


Toujours sur le méme paraboloide de révolution tronqué, les problémes aux limites se présentent 
comme suit : 

„+o |x |0, v 
AT(u,v)= 0 (u,v)e ps ] [ o] 


ои {шо[у „жо 


| T(u,v) fini 


T(u.v),_„ = f(u) 
ôT(u,v) 
C.L. _ + =0 
бй 1 дТ(и,у) =+/(и) ди - 
Ju?+v 9v 


V=Vo 
Avec le théorème de Hankel et sa partie sur la transformation de Weber/Neumann, il devient 
possible de construire une représentation intégrale de la solution. D'abord sur le problème intérieur 
de Dirichlet : 


AT(u,v)=0 (a.v)e[u+e]<[0.v,] Tuv) fini C.L. T(uv) ôT(u,v) 


е f(u) ES 


H=Ho 
sous la forme suivante : 
`V (u) = (Аш), '(Адь)— AC ACT) = “(Au (A0 )— J (Cu) 


acla) 1 (Av) E 
GG «Gua erras) O Cs 


T(u,v)= [aa 
0 
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Tandis que pour l'extérieur du domaine : 


AT(u,v)=0 (u,v)el[u,,+olx|vo,ro] T(u,v) fini C.L. Tuv), =f(u) 


=o 


sous la forme suivante : 
Fo (A) = Ju), (дь) Y (Au)J,' Qus) = nuy, E (ди), (Au) 


ES acla) K.(2v) AN 
T(u,v)= ] aâ (J. Du, TË + (У,(Аи,)/ PAD k Av.) avec с(2)= KE uY (Au) f (u) 


Un problème intérieur de Neumann donnerait : 


urr) = үи? +у f(u) тш) =0 ч» (ди) = (Au) (Auo)- J (Au Qus) 
n c(a) L (Av) n CENTS 
edd Au) == À)= À 
Т(и,у) ја GRAAT HD л. c(a) 14 uY (Au) u? +v (и) 
Un problème extérieur de Neumann donnerait : 
LUY = Ju? en fü) Tit, =0 Ҹа) YQ) Qu) - Gr (дд) 
5 c(a) K (àv) "€ 22 
= | dÀ À А)= À 
Т(и,у) E CO CORF Su E) avec C(A) Jan uY (Au) u? +v flu) 
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lication aux problèmes aux limites intérieur/extérieur de 


Transformation intégrale: a 
Dirichlet/Neumann inhomogéne en v, Robin homogéne en и sans dépendance azimutal domaine 
frontière d'un paraboloide de révolution tronqué u€[puo, oo], v€[0, vol 


Toujours sur le méme paraboloide de révolution tronqué, les problémes aux limites se présentent 


comme suit : 
wielen (uv) e ЕЛ, E Tac) fi 
Т(и,у),„ = f(u) 
ET "ol =+/() “ Tue) L 7 _ 


V=Vg 
Avec le théorème de Hankel et sa partie sur la transformation de Weber/Robin, il devient possible 
de construire une représentation intégrale de la solution. D'abord sur le problème intérieur de 


Dirichlet : 
AT(u,v)=0 (u,v)el[u,,+o]x[0,v.] Тоу) fini CL. Tal. =f(u) 


a TU), B r(u,v) =0 


ди 
sous la forme suivante : 
v (4u)= J (Au KB Y (Au,)-aâ Y (Au )i- Y(Au)U8 J (Aus )- aå J (210 )} 
m AC(A) 
T= LOGTEACPNBETWITPS Ga) aa P A 


0 


=o 


L (Av) 
(Ava) 


ауес C(A)- Í du HY (Au)f (u) 


Ho 
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Tandis que pour l'extérieur du domaine : 


AT(u,v)=0 (u,v)e[u,,+oolx[vo.to] Т(и,у) fini C.L. Т, = f (u) 
a ôT(u,v) +BT(u,v) =0 
ôu =o 
sous la forme suivante : 
wW, (Au) x J (Au XB Y (Au,)- ад Y (ди, }- Y (Au)iB J (un )- ад J (AH, } 
K,(Av) 


n AC(A) 
Т(и,у)= [4А i DE. 
GS OEC = = E AER P 


0 


K,(Av.) 


avec C(A)= [du uS (Au) (a) 


Ho 


Un problème intérieur de Neumann donnerait : 


TUD = [ravi pu) a TU) prav) =0 
4 V=Vo H H-Ho 


PAu) = J Qu) Län, )- 0 Y (Au J} = Y, S Qu) (Qu, )- eA J (Au) 
C(A)W (Au) I (Av) 


T= Er IED Ae ëss teg gp Eis) 


0 


ауес c(a )= [du ШФ, (Au Nu +V, * f(u) 


Un probléme extérieur de Neumann donnerait : 


Tech иуи) ` Eil, prav) =0 
wW, (4u)=J, 
и) када) 


C(a)w 


T(u,v) = E {B J (Aus Loi J (uus )F 


avec CU "Jun Ди) Nu? +v, ° £( 


дТ(и,у 
ди 

(Au B Y (Au,)- 04 Y (Aus) - Y (A KB Jo ()- ai JA) 
„(4 
+{8 Ү,(Ад)—«А Yu) Käl 
и) 
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Transformation intégrale: application aux problèmes aux limites intérieur/extérieur de 


Dirichlet/Neumann inhomogène en v, Robin homogène en u sans dépendance azimutal domaine 
intérieur de frontière d'un paraboloïde de révolution tronqué et creux u€[u,,c°], v€[v;, v;] 


Sur un paraboloïde de révolution tronqué et creux , le problème aux limites se présentent comme 
suit : 


_ [uo ch M ,v2] | 
AT(u,v)= 0 (u,v)e e (де D SEN | Т(и,у) fini 
(uv), = AG) ги), = Alu) 
C.L. 1 OT(uv) ` 1 ôT(u,v) = 
ou a av " = f (u) ou Eege ES »" ES fu) 
a P uen, pru) =0 ol Beil 
ди H=Ho 


Avec le théorëme de Hankel et sa partie sur la transformation de Weber/Robin, il devient possible 
de construire une représentation intégrale de la solution. D'abord sur le problëme intérieur de 
Dirichlet : 


АТ(и,у)=0 (u,v)e[us-e]x[0o. vo]. Тоу) fini CL. Touch. = fu) Tal, = la) 


aTe, arfa) =0 
ди A—Ho 


sous la forme suivante : 


Polu)= (ди ){8 Y(A40)-a2 (20 )} = Youg Jo(Aug)- aâ J (Au) 


T(u,v) = Í dÀ A Yo (uic Xu (v Ko (Avi)- K, (Av) (Av ))+ DAXKs (Av) (Av3)- 1o (Av)K, (Av; » 
j 0 Up Jo (шо) eA J (Ano) +{8 %(Ашв)— aA Y (Auo)P Iw, )Ko(Avi)- Ko (2v 2 Wal än H 


+œ +œ 


avec С(А)= [au ии) (и) = et = D(a)- [au и NS (2u)f (u) 
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On retrouve une transformation de Weber-Dirichlet pour le cas a=1-6=0 : 


To (ди) = J (Au) (Ano) (и) (Ao) 
AP (Au) CA Xo (Av Ko (Ау, )— Ko (hv Jg (а) + D К (Av) (ду )- L (4v )Ko (Av; ))) 
(AE Ja * {o (Ao Ja (2, )Ko (Avi )- Ko (Av3 Mo (Avi ) 


+оо 
T(u,v) = Í di 
0 


avee CO)= faun WADAH) et D) а usa) 


Ho 
On retrouve une transformation de Weber-Neumann pour le cas a=1-8=1: 


voy(Au)- -A(Jo(Au)Y (дио) AC ACT) 

=> Fo (Au) = Jo(Au)Y, (дио) (Аи) (Ano) 

Pac Av )&o (Av, - Ko(Av Mo (ли) + DAXKo (A v (avs )- 19 (4v )Ko(2v2))} 
m (Auto y * РА (Auto y alav» )Ko(av.)- Ko(Av2 Yo(avi) 


+00 
T(u,v) = Í dÀ 
0 


+оо +œ 


avec C(2)= Í du u Yo(Au)f(u) ` et р(а)= [аид y Ouf) 
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Transformation intégrale: application aux problèmes aux limites intérieur de Dirichlet 


inhomogène en у, Dirichlet homogène en и et en @ du domaine frontière d'un secteur azimutal 
de paraboloide de révolution tronqué u€[uoœ„ °°], v€[0, vo], фє/0, Po] 


Un secteur de paraboloïde de révolution tronqué plein : 


Avec le théorème de Hankel et sa partie sur la transformation de Weber/Dirichlet, il devient 
possible de construire une série de représentations intégrales de la solution de ce problème 
intérieur : 


AT(av,p)=0 (u,v.@)e[u,+0]x[0,vo]x[0,90] Tiv p) fini 
C.L. T(u.v.o), a, - f(u) T(u.v.o),, — =0 T(u.v.o), o =0 T(u.v.o), o, =0 


sous la forme suivante : 


Tn = 17 Y. (Au) = Je, (au). (Аш )- Y. (Au LU. (Аш) 


2 n=+œ +X АС (a) 1, (Av) Po +оо 
Tiu,v,o)- — ал z ¥ (Аи) ——— Sin(r,p) avec C,(A)2 | deSin(z,o) | du OF, (Au)fi (u. 
(u,v,@) E > J| r шой +i, (дуў À ^. (v) (rne) (2) | (r.o) f „бш)л(ш.ф) 


Ho 
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Transformation intégrale: application aux problèmes aux limites intérieur de Dirichlet 


inhomogène en v, Dirichlet homogène en p et en ф du domaine frontière d'un secteur azimutal 
de paraboloide de révolution tronqué u€[us,°°], v€[v;, v;], «€[0, Po] 


Un secteur de paraboloïde de révolution tronqué creux : 


d aS 
| 


— 
— — 


Avec le théorëme de Hankel et sa partie sur la transformation de Weber/Dirichlet, il devient 
possible de construire une série de représentations intégrales de la solution de ce problème 
intérieur : 


AT(u,v,p)= 0 (u,v,p)e [uo ,+0]x [vv ]x [0. 0o ] T(u,v,p) fini 
C.L. T(u.v.o),... = filu) T(u.v.o), = h (и) T(u,v.o), i. =0 T(uv,p], 0 =0 Tlv o) p = 


sous la forme suivante : 


т,=—— Y, (ди)= J, (Au)Y, (Atsg)-Y, än, (Ano) 


LA aE dE LE, a) (ауз) (v9). | у Ia ESQ) QR Qo 
Fe И шолт. le CIE Lan (a) O fav jx (ау) L, Avi, Œ 


avec C,( D [dosis т„ф ) [au up, (Au)fi(u.@) et D 2) [ез TAP ) [au wf, (Au) fo (u, o) 
Ho Ho 
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uelques propriétés des fonctions de Bessel J.Y.L et K, développement asymptotique, zéros... 


Zéros en argument de la fonction de Hankel de première espèce 


Les relations de connexion entre les fonctions de Bessel K et celle de Hankel sont bien connues : 


K, (z) = GEM -л < Arg(z)< 5 еі —2л< Arg(z)< p. 


Il suffit donc d'étudier les zéros de la fonction de Bessel K et d'effectuer une rotation de 90? pour 
obtenir les zéros de la fonction de la fonction de Hankel de premiére espéce 


Zéros en argument de la fonction de Bessel K d'ordre purement imaginaire 
La fonction K-Bessel posséde le développement en série valable partout sur le plan complexe 


v=ir Ф,,= Аге(Г(1+1+їт))= =. Ба 


1 Sin t Log 2 —®,, 21 

K, (z)= | 2: E : | 8 
Sinh(zz)) o iz (ec) Pe) 2 

Le < déphasage > est définie de manière à ce que la fonction résultante est toujours continue pour 
toute valeur réelle de t , pour chaque valeur de l. La fonction également tendre vers 0 lorsque т 
s'annule. Il faut donc prendre une branche à chaque particulière de la fonction de variable complex 
« argument > de manière à ce que cette continuité soit assurée. Cette continuité implique que le 
« déphasage > augmente contináment jusqu'à l'infini. 


On se rend facilement compte que lorsque le module de z est petit ce sont principalement les 
premiers termes qui dominent, et en première approximation le premier 


Zéros lorsque z <<1 : en première approximation 


E EE 2122444 Ld AE 
S | 2 2i Г(ї+/—їт) 
Log laf, 1 pO gl etri) 
2 T C Г(1+1—їт) 


пл 1 r( tir) (1 г(ї+!ї+їт) 
Log(z)= L Log(2 ТО, 
= og(z) T y 2if og EI l 22) + Log( = Z — x, = XE deet ) 
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Zéros lorsque z <<1: en deuxième approximation : prenons les deux premiers termes du 
développement : 


v =іт D,, = Аге(Г (1+/+їт))= | d тз] 


2i Г(ї+1—їт) 
[= e кн nt) 

b, r =Ф Аге\1 
si zi r(- 2) à” d it) artnet) 
sin t Lo А d. Sae )- d 
2 H 

K,,(z)z 
E) T cJ c 


N 


à 


= Si "^ nr St В) sio.) ad: Log| 5 ) codo. Joel Lou( ; )}sn(e.) 
Sin(®, o) E 4 Sc 22 d Jh E de... ,) | 


2? 
4 
А | Jese, ‚ Co, Ell see, Val 
Sin т Log = Cos(æ zi LE | ne 
mele z^Cos(o, |) | Cos(® 41+72) Sin(® (0, costo, o) 


` Jc) 
Tan: В) 
AJ - e? Jcos(o, ,) 
zn. z" (sin(o, , -o ) 
= Z 7") < Тап(Ф, „)+ AJ + €? cos? (o, „) 


t Lo PR22222 Tan (o, ne z (sino. Sis o) 
. 4 Jü +z co (O, a) 
A X, 


41+7) (1+ x) 


ArcTan( (Х,)+ 


Сотте NI + 


de) 


X, Z) _ ,zsn(o., -o.,) 
(exo) 5їп(Ф D.o) =+ Log 2] пл +D. o S (ez) 
575 H Di пл | z? Sin(D, -Ф, d lae: e „ P 2°5їп(Ф , -9,,) 
SE т үшү та т?) Ae Jü +z) 
Ф,о-плт 


«0,,-0,,- Arg(1 +їт)= АғсТап(т) 


Ф, QT 
Ф, onr 2 = 
Et E z2e ° He Л 
1+7 T 


Et l'on retrouve bien l'expression donnée par Dunster dans son article de 1990 « Bessel Functions 
of Purely Imaginary Order ». 
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Zéros lorsque t >> ! : en deuxième approximation_ 


Je donne l'expression fournie par Dunster exprimée à l'aide des zéros des fonctions de Airy 


a, n—ième zéros négatifs de la fonction de Airy => Airy(a, ) =0 
1 1 
т\з Sfr) 3 
х„=т+|—|а„+—|—| a, 
2 20\2 


Il s'avère qu'il faut pousser au delà les développements de la fonction de Bessel-K et de sa dérivée 
première car la formule s'avère également valable pour des valeurs de t à partir de 5. 


Développements asymptotiques des fonctions de Bessel J, Y et Hankel HI H2 et des fonctions 
modifiées de Bessel K, I 


Les développements asymptotiques des fonctions de Bessel ont une importance capitale pour la 
détermination des zéros des diverses fonctions de Bessel. Ces derniers sont couramment utilisés 
pour la résolution analytique des problèmes aux limites en physique mathématique. L'intérêt du 
développement asymptotique est de « simplifier » le comportement de la fonction étudiée en la 
réduisant à un nombre fini de terme (parfois même un seul suffit) qui se rapporte à d'autres 
fonctions plus classiques. Le développement asymptotique peut également réduire la complexité 
d'une équation transcendantale et la recherche de ses racines. 


Développements asymptotiques des fonctions de Bessel d'ordre v et d'argument v z, tous deux 
grand. 


Les premiers développements que nous exposons concernent les fonctions de Bessel d'ordre v et 
d'argument v z, tous deux grand. Ces développements sont étendus aux fonctions de Bessel modifiée 
d'ordre purement imaginaire i t et d'argument т z. La particularité de ces développement est qu'il 
font intervenir les fonctions d'Airy Ai et Bi ainsi que leurs dérivées premières. 
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TI faut bien avouer que c'est un véritable jeu de piste dans les diverses publications que de trouver 
la forme « exacte» des développements et leur processus de construction. Ce travail de 
« décryptage » bibliographique plus poussée est nécessaire de manière à vérifier la cohérence des 
informations, à ce titre l'information la plus complète et la plus condensée se trouve dans le 
toujours trés fameux < M.Abramovitz.I.A.Stegun-Handbook of Mathematical Functions > avec un 
exposé clair et condensé des règles de détermination et de récurrence des coefficients. Quatre 


formules représentent le développement asymptotique des fonctions de Bessel J et Y (voir 9.3.35, 
9.3.36, 9.3.43 et 9.3.44): 


28 4 
3 


I4re(z) < T => 


2 
3 
D'ou l'on tire le développement de la fonction de Hankel H1, en formules 9.3.37 et 9.3.45, l'aide de 


"ler: 
H; (vz 


Hält =J (z)- iY, (z) => = т: 


Ó = ¿ (z) tel que 


3 1 2 2 
= d = 


des deux relations : e 


NEW | я i [Ai(z)=iBi(z)) айс) FiBi(z)= "als 


än Q^ RS E 
— EE 3 | = N (Ai'(z) xiBi'(z)) 2 Ai'(z) FiBi'(z) =2e 3 ДЕ 3 | 
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Les formules 9.3.37 et 9.3.45 donnent : 
Hv 2)= Ј (у z)+iY,(v z) ` HO'(v z)- J, (v z)+iY,'(v z) 


їл 2іл іл 2іл 
Ai(z)- iBi(z) = Saar | Ai'(z)- iBi'(z) = 2e 3 al, | 


Formules données telles quelles dans l'ouvrage de M.Abramovitz.I.A.Stegun « Handbook of 
Mathematical Functions > : 


dir 2 
ir 1 am. D ү ы al, À 3 i 
uz) 28 (5. ul ic 49, — y 5) 
3 \l-z =й ` s=0 V 
у у 
|4rg(z) « x = E SC 
m 11/40 e? узб Ail e? узб 
oaar о e 
ноз) рш ы тш ыу 
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Pour la fonction de Hankel de deuxième espèce (ou 4ème si l'on veut), il vient : 
HP(v z)=J,(v z)-iY (v z) HP'(v z)=J,'(v z)-iY,'(v z) 


2іл 


іл іл 2іл 
анаа) езе? A| ге * | WEIEN 


re s 
i 1 Së z? = y^ i cum y? 
v v 
[^ 2 lim 2 
-2in _1|Ai e 3 2j В d 3 gd 
ну г) 2€ — V2( € s Ce) S&D.) 
2 4 2s 2 2s 
2 1—2 уЗ =й y3 0 V 


Du développement de la fonction de Hankel Hl, on en tire les formules sur le développement 
asymptotique de la fonction Bessel K justement lorsque l'ordre est purement imaginaire car dans ce 
cas le développement asymptotique est directement proportionnel à celui de la fonction de Hankel 
Hi, le déphasage introduit dans les arguments des fonctions d'Airy étant alors neutralisé ! 


Les deux développements utilisés pour la fonction de Bessel-K d'ordre purement imaginaire, sont 
tous deux valables dans le plan complexe. Le premier développement est ай à F W.J.Olver, 
W.Rheinbolt Asymptotics and Special Functions, 1974, 10.6 chap 11), et lorsque l'argument est un 
nombre réel, il reste réel pour des valeurs inférieur à 1. Le second a été publié quelques années 
avant en 1966 C.B.Balogh-Uniform asymptotic expansions of the Modified Bessel Function of the 
Third Kind of Large Imaginary Order et 1967 C.B.Balogh-Asymptotic Expansions of the Modified 
Bessel Function of the Third Kind of Imaginary Order. Lorsque l'argument est un nombre réel, il 
reste réel pour des valeurs supérieur à 1. Le premier développement est corroboré par l'inscription 
dans le < Handbook of Mathematical Functions > de M.Abramovitz.I.A.Stegun en formules 9.3.37 
et 9.3.45 de la fonction de Hankel HI et en les transformant pour revenir à la fonction Bessel-K. 


Ici je reporte les développements en « normalisant » autant que faire se peut les coefficients de 
maniére obtenir une harmonisation entre les diverses publications cités! Voici ceux dus à 
F.W.J.Olver : 


I4re(z) < T => 
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Partant de cette définition et du lien entre la fonction de Hankel H; et la fonction de Bessel-K, on 
retrouve les deux formules établies pour la fonction de Bessel-K d'ordre purement imaginaire : 


SERA ail ЕЕ LA Zu DE ames], 
K,'( ) ze 2 unte Jes. (z z)= д 0 _ _ Te 2 HY'(v z) | 
)y " V=IT 
E Е | E Se 
эш 1 3 E 3 : i 
E X spe equ -= Pray = =] ES =—1 


Donnons le développement asymptotique de la fonction de Hankel H2 et de sa dérivée pour cette 
valeur particulière de l'ordre : 
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L'article de Dunster de 1990 « Bessel Functions of Purely Imaginary Order » donne l'expression de 
la fonction de Bessel modifiée L construite à partir de la fonction de Bessel modifiée L. La fonction 
L permet de calculer le développement complet de la partie réelle de la fonction Bessel 1: 


L, (z) yes Gh (2) ey Res 0D L, '(2)= = — Re.) 


7 207 Sinh(xr) Sinh(xt) 
Ror, (s) Ser, (е) Re, (= Smet), а) 


Lee x ode Consent) HG d 


ï E 
E T e? HRZ), vr E S Sitz 
25їпй(лт)\ 2 4Sinh(xr) 

De plus 


La '(z) = EE DÉI e? H(i a) = 


тл Зтл 

Po: (Dr; re 2 HOG 

__ire H;. (2) yo) Lire H (i z) 
2Sinh(nr) 2 4Sinh(rr) 

Mais attention des lors que l'on envisage un développement asymptotique pour un ordre grand, 

alors il faut négliger le dernier terme en exponentiel négatif de l'ordre, on écrira donc : 


E HO 
L.(c z)s ee m (v г), + Hv zJ | 
2Sinh(xt) 2 ES 
P HO: 
nere ite CAE PCT 
2Sinh(zz) 2 Er 
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On en tire le développement de la fonction de Bessel L : 


HO 
L. (r z)= re iu â V + HOX(v z) 
2Sinh(zz) 2 Sp 
+17 Аг ri 
2 2 est 1y A | = —1) В 
ež فیچ‎ "Urraca 
s=0 ER s=0 
L.(rz)- ED 1) e 2 
Sinh(zz c? : ` ale 
= =| (ee AG), Z sy 20 
+е°е?+АД e т?с ( 1) 5. +e 4 ( 1) ER 
s=0 ER s=0 T^ 


{е тес] = aj- oe = E Li ei al eil 


Ce qui devient : 


KS = di ce d 
T 
V2 с ү 
1 (ez) چگ(‎ ( -A Al AQ 
Sinh(rr)r ê 1—2 А EI =T Y iBi| —c Ç L) + 
ie? 2 
2 L LA pe c n 
$ E 
Qu Sa e 
ез) (Е Tell oc Rey 44 ےو‎ 
Sinh(xr c? m T Go 
z Ï T 263 dëi 
)ر‎ 22 (Е) КЕЗ Cy 4490, ر‎ 8€) 
s=0 SC s=0 


1 
28inh(zt c? 
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Pour la dérivée première de cette fonction on écrira : 


Ai -) _ А al Ae _ Р 
| e Cie) SYDE). 
I EG 2 XU GE x 
L,'(r z)= 2 “( Ji _ 2 iz 2 
2Sinh(rr) 2 \l-z - EE LR ` d LM 
gH x Uy Leur EE 
3 s=0 5 $ s=0 T 
T: T 
БЕЗ 4-e rie) cn ei al eil 
{езе ea ie) Lu ei al eil 
z _1 sl Ac. 2-7) 
> L.'(rz)e — el ==) i 5 (-1} DI п (1) GEI 
2Sinh(rr) z (l-z D m Te 13 == T 


D'aprés les formules de connexions usuelles sur les fonctions de Bessel modifiées 


ME A 2 (Tz e E Р CH 
Lese gs eter) Lol Ked- зе) 
> )ر‎ (= PP (е2) cie (е2) 

л 
Е 1 E SÉ - 
Lez) 202026) ai ei (AU: 2$ 20 
2Sinh(zt c? m T? ES 
Or A 
Ba 1 "E 5 А? ie) = s 
ER 1—2 s=0 p 5—0 T 
LEE E Же 1) A). 
тл 1 s=0 т 

SS е? 46 4 2 Z 

d 5 i s) БЕЗЕ -<ie | 
: ' | ر‎ 
т? SH А 
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Et pour la dérivée première : 
Is (т z) кар 


тл 


Sinh(xr) 
= ' — iK. 
Ner), wc, 


(cz) 


L,' x 
Je? 2Sinh(zr) z 


Or 


ле? 2 f. 


el e - тал) cie } S Cay 2:0) 


z 2 < = r” 
>1,'(tz)= = ЕЗ ; T j 
le ú Пил} - eJ 
, ر‎ 
3 s=0 т^ 


T 
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Etant donné que l'on se trouve dans un développement asymptotique, on peut sans problème 


remplacer le terme Тапћ(лт) par 1 car les autres termes sont nécessairement de la forme Ехр(-2лт), 
il vient donc : 


» | БЕЗЕ ЕЈР y 26). 
er fa À U 
m TÉ L - del ail- 9 E 


T 4 25 
з s=0 + 
T: 
БЕЗЕ 63! 
тл s ( 1) D. (С) 
а L i Li т? 


2 _ Sim 
al el arces 6 
_2іл 2 En 2 
Or x 2 ` 2 M Mw 


2іл іл 
Er + 
E | iz 2 
E + ; e ° Ае? 3 
Sir іл 2 s=co deg 
L.(rz)- 8 | = "dei (-1y AS), - Cy B.C) 
3 l-z SCH т? S سے‎ т” 
T T 
dz | in 2 Six im 2 
тт ile $ Aï eil e 6 е) 
š 4 al 5 D, = s € 
ia S SS و‎ 
z \1-z „3 eg ë E — T 
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Développement en première approximation des fonctions de Bessel HI H2 K et I 


Des développements précédents, en toute première approximation pour les deux fonctions de 
Hankel H1 et H2 et leur dérivées, il vient : 


Hz). = Kat d yal ei HO (v z) 
T? 


2 1-z? 


2413; 
2 


; CILE 
T 


іл 1 іл 1 
2e 6 2 4 iz 2 2e$ 2 4 2л 2 
Hz) OR < اا‎ a З el < 2{ ° z] 4 eoe 


2 


v-it 


=IT 


dë lie de) [e] m] 

д.82 É u КЕЗЕ ЕЗ x گ2‎ TN Ah a- ) 
“(ЫЧ dell 

С 2 esr ЕЕ е) а) 


2; 2 2 
=іт = = 
3 l-z 


Hl, а 2 
De même RE gente] «+2 ° а) 


ZT 
Pour les fonctions Bessel I et K, d'après les calculs précédents, nous obtenons : 


T ( pO (1) l 
е? Н, (v z) ( ) H; (v 2m ( ) V2 a 4 H i 
Roll, (r z)) = 3 | S +H 92). 7 === 000 (vz) =< ЕЗ Bi -т?с 
€ 
5 ( HY (v HO (v z) | 5 E 2 
Re(1, (rz) i$] = VC. SEN — nts], E ДЕ | 
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Pour la fonction Bessel-K en première approximation, il vient : 


k (= لے‎ GTA ei [C ER st £j 3] 


1 
= l-z —Zz 
T ZT 


Le comportement asymptotique principal de la fonction de Bessel J d'ordre imaginaire et 
d'argument imaginaire est le suivant : 


J (v z)« = ° die ج‎ J, (iz z)= AE a 


l-z 


T? 


б К е ү äs 2 da 2 N. Z 2 2 
> J, (it z) T [J 4 e ? eje 3 el 5 аена e 
3 


= J, (iz z)= -i у? É ° ЕЗ6) 
2r? Б 
ج‎ J, (it z)= 2 f. á Tel ell el 
CERN 
Re{J (ir 2)}= у? É ° el del 
DEN te 

=? 1 

ImÍJ, (it 2)}= y2 Ë ° а ei 

D 


Le comportement asymptotique principal de la dérivée de la fonction de Bessel J d'ordre imaginaire 
et d'argument imaginaire est le suivant : 


A 2іл 2 SE 2іл іл 2 
kale ° J PE ars asetz y2 | E) PE (| 
3 Z 


pez 
ZV 


=> Ј, (iz z) = LA = 5 КЕ "el = af- SEH = Gd -ekal-cl 
=> J, '(it z) = 22 7 KS СЕЗСЕ 
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Construction des coefficients pour les développements asymptotiques des fonctions de Bessel 
d'ordre v et d'argument v z, tous deux grand. 


Pour ces divers développements des fonctions de Bessel J, Y, Hankel H1, Hankel H2 les termes sont 
construits par une méme récurrence plus ou moins compliquée : 


3 1 _ 2 [1 _ „2 
¢ =¢(z) tel que ic E ua | a 12225. 


2 


25 _3m _125+1 _3m 
A, (6)= H Š 0 (p) B,(¢)=-¢ 2 ZE 2 Up) 

Gei Zeil _3m pen 3m 
Cl? Уь,6 S Fil) D.(¿)= Sané 2 Vp) 

т=0 т=0 
ЕЕ a, =(@m+1Y2m+3)---(2m+ (4m 1) by =1 b, = _6m+1 А 
m\(144)" 6m-1 

| Оо(р)=1 lei zr pns (р)+ ( da(1-542)U, (a) 

p= 
1—2? 


24 1152 
3 


р 2 4 6 
U. = 30375 —369603p^ +765765p ` — 425425 ee 
202 ` e Р Р ) 


" U(p)=Z(-5p?) Ux(p)=Z(81-462p?+385p*) 


" aio) Bb veel 772, 3882) 


128 192 1152 
A es 75 4563р? | 17017p* 85085p? | ` 
1024 5120 9216 82944 


8 24 128 64^ 1152? 
105 5577 » 6545 4 95095 , 
V. = p° H 4 "ex 
22) 2i 1024 5120 ` 3072 ” 82944 ) 


" nt-d(- i xw] Giel vi 15 33 > 455 à 


3 


2 
а K(p)=Z(-9+7p?) Vo(p)=-2_(-135+594 p? —455 p^) 


1152 
)ص(‎ ( 425254 451737 p? - 883575 p^ +475475 pŠ) #4 


__ P 
414720 
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Deuxième développement de C.Balogh concernant les fonctions modifiées Bessel K d'argument 
purement imaginaire i t et d'argument t_z, tous deux grands 


Et pour le deuxième développement (voir 1966-C.B.Balogh-Uniform asymptotic expansions of the 
Modified Bessel Function of the Third Kind of Large Imaginary Order et 1967-C.B.Balogh- 
Asymptotic Expansions of the Modified Bessel Function of the Third Kind of Imaginary Order). Ici 
également je reporte les développements en « normalisant » autant que faire se peut les coefficients 
de manière à s'harmoniser entre les deux publications ! 


_ 1 CH al 
K; (r z) = ы - 2( E ) د‎ 23 t 
r 3 


|Arg(z) <л = 


s=0 


UE 1 del. 2 so | 
K; '(rz)« ке zl е | i с.с) H [ce age 


=з? =| = ArcSec(z) у= $ес(х) = 


& x= ArcSec(y) 


Cos(x) 


La fonction G.(x) définie comme suit est continue et dérivable en x=] : 


ma ER 
43 
2 


La branche х>1 de la fonction С. étant négative, cela produit un facteur (-1)" dans le 
développement. Pour ce deuxiéme développement les termes sont déterminés par une récurrence 
trés similaire : 

2s 3m _125+1 3т 


AG)- ZEIT "О (р) Bléie? CU a E Has 
сс) вс v uuo) DOEN ank ТУ (р) 
DEN "m +102 +3) + (2m + (4m —1)) ñ =1 p = mil 
m1(144)” бт –1 
| delt el Seier 0011770 
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Ici je donne les premiers termes que l'on peut soit trouver dans la littérature (bonne chance) soit les 
calculer à l'aide de Mathematica, en faisant jouer la récurrence : 
2 
U,(p)=1 U(p}= 2 (3+5p°) U,(p)=_(81+462p?+385p*) 
24 1152 
3 


P 2 4 6 
U = 30375 + 369603 p^ + 765765 р +425425 
(р) Sch р р p°) 


(Aal o) ns?) vlo= | 


2 4 

9 77р? 385p 

128 192 1152 
2 4 6 

U(p)- { 75 4563р? 17017р*, 85085p | 


Е 1024 5120 9216 82944 


4-5 15 33 ر‎ 455 
dE EEN ZO р pt) 


V(p)- (E , 5577 2 | 6545 4 , 95095 d 


1024 51207 ` 3072 ” ` 82944 ” 


2 
V,(p)=1 v(p)---E(9-7p) v.(p)-  [135+594 р? +455 рі) 
S 24 1152 
3 
V(p)- — B. (42525+ 451737 p? + 883575 p* + 475475 p°) 


` 414720 


Les développements en série de Taylor de la fonction ç peut être trouvés plus facilement à partir du 
développement en série de la deuxième fonction ç (Mathematica calcule plus facilement la fonction 
contenant l'ArcSecante qui se trouve être l'exacte opposé du développement cherché. 

2 


| ( x 3 (х I) zi Ee (х 1) 103727 (х 1 + 33060241 Ü 1) 


x 

с(х) = 23 10 175 7875 1010625 394143750 
4393499056 (x ly E: 15356175508 (x ly 296160295945538 (x 1) 
62077640625 251266640625 5514046428515625 


|м‏ دن 


SE Ë TE - ArcSec(s))) 


3 ‚ 32 , 1037 4 103727 ‚33060241 , 
1 1 1 1 1 1 
1 6-0 10“ Sec ) тала” ps 1010605 É ) 304143 150 Ë ) 
4393499056 , 15356175508 4 296160295945538 Р 
(х 1) (х 1) + (х 1) 
62077640625 251266640625 5514046428515625 


s(x)=2 
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Développements asymptotiques des fonctions modifiés de Bessel I et K d'ordre v et d'argument v z 
tous deux grands 


Cette deuxième catégorie de développement n'est pas en relation avec les fonctions d'Airy, mais la 
base théorique de la construction est fondamentalement la même. Là encore le passage vers les 
fonctions de Bessel J te Y permet d'en déterminer les développements lorsque l'ordre est purement 
imaginaire et l'argument réel. L'article de Dunster de 1990 « Bessel Functions of Purely Imaginary 
Order » donne l'expression finale obtenu pour la partie réelle de la fonction de Bessel J, mais il 
faut rechercher l'origine de la construction à un article de F.W.J.Olver de 1954 : "The Asymptotic 
Expansion of Bessel Functions of Large Order » qui reste l'article de référence pour la plupart des 
développements des fonctions de Bessel reporté dans < Abramovitz et Stegun x. Soit les 
développements des fonction de Bessel I et K 


Ayant posé : ¿(;)= 41+ 22 а) 
©) 1+V1+ z? 


Les développements des fonctions et de leur dérivées premières s'écrivent : 


Ach L SH = p (+P e° A) 


v 2лу (Lez m vi 2 М2лу s=0 v? 
K (v DÉI JS. e° > ( ly U.(p(z)) K (у DE л (1+ 2 Jie by Dy V.(p(z)) 
v 1 5 5 
2v (+= y IT у 2v Z E у 


Les coefficients du développement sont calculés par des éléments similaire а Іа vécurrence 
précédente : 


U(p)=1 О, (p)= Lr pJ", (р)+ Î atio se.) 
UT riet v(p)=U,(p)-pli-P*YLU. Aele at, Al 


р? 
xà U p)- 6-5») U,(p)- = = (81-462p° +385р°) 
=> 


p 2 4 6 
U = = {30375 – 369603 p< + 765765 425425 
(р) 114720 ( р р р ) 


1 5 9 Tip) 385p 
C EE 
< 


75 4563р? 17017p* 85085p° 
Hiel RUE" 


1024 5120 9216 82944 


128 64^ 1152 
105 5577 ; 6545 , 95095 

V. = p? Фар 6 

12 o| 1024 5120? 3072” sac 


i по) dAn Le) valo)=p(- +3 pr pt) 


1152 


V.(p)- —P.— (- 42525-- 451737 p? -883575 p^ + 475475 p°) 


2 
V,(p)=1 n(p)- Z Cop) V,(p}=2(-135+594 p? – 455 p*) 
c 
414720 
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Partant de ces développements prenons maintenant un ordre purement imaginaire v=ït, il vient : 


e a EUo) UT 1 fes, уйд) чт Uso) 
Касно ees y 2400). cay Paare 


5=0 5=0 


кне Б о к. ен), ec oe 


Et appliquons la formule de connexion avec la fonction de Bessel J : 


AT 


L(iz)- iJ (z) 9 I, (iz) i J, (z) Sg =e 2 > J, (z)= e 2 I, (i z) 


їл 


I '(ï z) =-i(i"J '(2))> I'(iz)=e ?e 27, '(z)=>> J. (z) - e? e? 1, (iz) 


v 
(3) 
e 4 


e 
J, (t z) = Jane m 


MTS: 


2лт 2 


лт 
2 


Ë 7 U, (p(z)) ïS y ced 


2s 
s=0 T s=0 


dch z)= : 


E ly Vas) + (GL ly Vas AD 


s=0 т 


Оп еп déduit les valeurs des parties réelles et imaginaires : 


Rel, eaj — cofee a у — su re 


47 T 


pi (ene rz euer s Je tese. {я Stc E 


4 s=0 


me s нё [s c Stay Bell, „; Sa l 


s=0 s=0 т 
Pour trouver la première approximation selon un argument purement réel, il suffit de prendre à 
chaque fois le premier terme du développement pour s=0, soit : 


1 1 
E зу. Nd )2ے اہ‎ JL Y sil -Z 
Re(J, (r z)) = t (=) SÉ 3 Im(J, (т z)) = SE (т) SE 3 


лт 1 лт 1 

e? 1+ 2 л e? (lez) л 
Heil? z-= Ó< ="! $i —— ImiJ. ' а cD —— 
sues Zë ale =Z) mte e EX cu ee =Z) 
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Autres développements des fonctions de Bessel pouvant être utilisés dans la zone de transition 


En formules 9.3.23 et 9.3.24 de « M.Abramovitz.I.A.Stegun-Handbook of Mathematical 
Functions », des développement asymptotiques sont données valables dans ce que l'on appelle « la 
zone de transition > : 


1 2 
1 3 1 5=00 3 1 5=00 
СЕ af-2 2) f£), 27 “| gi 8.0) 
v3 s=0 ye v EET Vs 
1 š 1 s= 3 L s=0 
Ylv+viz|e- — Bi -23z fe) 2 Bi —232 a.C) 
T vi s=0 v5 У 5=0 К 
е э | 2 , П 
= 3 E 5=00 3 2 5=00 
ve = EH El, 2 4 >; Uz 
v3 5=0 vi vi s=0 v3 
é 1 
1 3 1 s= 3 1 \s=% 
xe Si ^) а a 9 AQ 
Уз 0 уз y3 = ys 


> 9 3 957 173 1 
=] = —— EE Super. 2 = 6 3 
с E у M E E T е 
27 , 23573 , 5903 , 947 
= Z Z: + Z + 2 
20000 147000 ` 138600 346500 
te E 
1000 3150 3150 


no 


549 , 110767 , 79 , 
„(z)= 2 Z Z 
28000 693000 12375 


4 9 , 57 699 , 2617, 23 
һ()=1 A()e-2: bel EE 10 


27 o 46631 + 3889 , 1159 
„,(z)= 2 z + 2 2 

20000 147000 4620 115500 
fE а 1(2) = st, L(z)- 7 кс. 2? 222 z? 

5 5 140 5 500 4500 3150 

369 , 999443 , 31727 +3 947 
L(z)= 2 Zr F Z+ 

7000 693000 173250 346500 
D'ou l'on tire le développement de la fonction de Hankel H1, en formules 9.3.37 et 9.3.45, l'aide de 


HM(z)= J,)z()+1¥,)z2(ج‎ HY(v z)=J (v z)+iY,(v z) 


+217 E Em qum 
des deux relations : a 3 )- á : {Ai(z) xiBi(z)) > Ai(z) xiBi(z) = 2e ^ ae 3 | 


> 
у 
N 
Q 
H 
°| 
Nr 
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E 
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= 
A 

N 
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E: 
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N 
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N 
Q 
Ww 
= 
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Il vient : 


1 1 іл 1 2іл 1 1 іл 1 2іл 
|22) poe = 2е ° z 3 | al Leid. =2e ? al ze 3 | 
їл 5 їл 


1 3o 3 1 äis مدو‎ 239 3 1 äis مدو‎ 
HM v+v?z |= a Аў – 23е 3 z SAC), ? —AP|-2e6z в.(2) 
3 s=0 3 v s=0 3 
v v 
5 їл 
1 NES 1 äs so 23573 1 ن2‎ Nemo 
aile: a al-2e 2 J ^), — 4 2e 3 J LC) 
v3 50 з vi =0 y3 
4 ir 
1 3 3 1 2ix = 1 2ix 1 2ix = 
= 23 3 LA 5=00 di 1 2 s=co 
ны) : ad * J А0) 5e 3 “| 2e 3 J ec) 
y? s=0 v 3 s=0 ر‎ 3 
ES 4 < 
1 35 3 1 äi ye 1 2 1 äm Wes 
slk 5 ad ч J ЛӘ] – 23е 3 LED 3 J ^) 
v3 T 3 s=0 vi 


Par ailleurs un examen des articles originaux de F.W.Olver et E.T.Goodwin montre que се 
développement leur est dü et est présenté dans l'article de 1952 F.W.J.Olver.E.T.Goodwin-Some 
new asymptotic expansions for Bessel functions of Large Order », avec une procédure complète 
pour la construction des polynômes données. En voici un aperçu : 


Tout d'abord est construit autour de zéro le développement de Taylor de la fonction suivante, ainsi 
que de son inverse (pour construire l'inverse utilisons l'algorithme proposé plus haut) : 


у= Ф(х)= (6(5їпщ(х)- x) > D(x)= Su > x=@41(y)= Y C1 A y^" 


s=0 s=0 
| x x° x° 19 x" 41x" 89x" 
Soit Ó(x)-yex^ + + - Е + 
60 8400 349272000 1816214400000 254270016000000 17683323840000000 
3 5 H 9 11 13 15 
agso (у у y Ns od 43 y 1213 y " 151439 y 33227 y 


` 60 1400 25200 17248000 7207200000 12713500800000 38118080000000 


Puis on envisage l'expansion autour de zéro de la fonction g(x,y) à deux variables x,y suivante : 
ft 3 2 < ен 20 25+1 EM g(x,0) _ 
gi y)- уух \1+ CI" Ay" > => g(x,0)=0 => ehh =1. 
5=1 


Le développement de l'exponentielle de cette fonction génère une série de polynôme définis comme 


oA зы d | 1 ales») 
ип: е*\ "1 У g (x)y* Se 5 
$=1 ü 


y=0 
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Les expressions successives de ces polynômes sont les suivantes : 


3 9 2 3 5 9 3 
g(x)=1 g(x)= = gx) g,(x)=- = + x + S 


20 1400 800 25200 28000 16000 
43x 67 x° 9 x° 27 x* 
el )= + + 
17248000 11760000 1120000 1280000 

(= 1213x ر‎ 1073 x° x° " 9 x* " 81x? 
8з 7207200000 3104640000 2450000 22400000 128000000 

(ds 151439 x 2883103 x? ñ 11521 x`? 61х* А 27 х} А 81х° 
i 12713500800000 127135008000000 482944000000 3136000000 1792000000 5120000000 

33227 x 166081x? 321721x? 10553 x 87 x° 

Fat je * * 


38118080000000 105945840000000 211891680000000 9658880000000 125440000000 
" 81x? ñ 243 x” 
179200000000 716800000000 


Puis on développe toujours ped SÉ (e la e suivante : 


х=Ф-(у)=Ў (1 2,72 > 29 V) YS )(2s+1)4 y 
s=0 
< +œ +оо 
= Ws. y)= ert) 2870) „$ z as 
Y s=0 r=0 


Autrement dit les coefficients À,, sont équivalents (à un signe près) aux coefficients du polynôme à 
deux variables générés lors du développement autour de zéro sur x et y , en voici une table 8x8 de 
leurs valeurs, l'indice s est en ligne et r en colonne : 


1 0 0 H 0 0 0 0 
1 3 
= = 0 0 0 0 0 H 
20 20 
1 19 9 
= = = 0 0 0 0 0 
280 2800 800 
1 29 51 9 
=== = INO = 0 0 0 0 
3600 63000 112000 16000 
387 5377 137 9 27 
—— —— 0 0 0 
17 248 000 155232 000 4704000 448000 1280 000 
1213 275713 32783 47 117 81 0 0 
655 200 000 100900 800000 15523 200000 39200 000 179200 000 128000 000 
151439 1172933 82563 083 40223 449 297 81 0 
977 961 600 000 5297292000000 508540032 000000 482944 000 000 12544000000 4 17920000000 5120000000 
99681 15781021 468773 2635951 5697 51 243 243 


` 7623616000000 864518054 400000 36324288 000000 423783 360 000000 2414720000000 62720000 000 716800000000 716800000000 ' 


Се n'est pas Іа іоисће finale de Іа construction du développement, il у а encore deux ёіареѕ ! Оп 
introduit le couple de polynómes ф.(х) et w(x) construit par la règle de récurrence suivante : 


SE э 0 
ф\х)=0 үл(х)=—1 
ф(х), (x) om lx) =-2x@, (x) 25ф,_ (x ) | 


у(х) = -2xv,(x)- Jeu, (x) 
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Dont on donne ici les valeurs jusqu'à l'ordre 12 : 

2s[86,x|:1 ШЕ|Ө,х|-@ 

T5[1,x|=@ TDs[1,x|==-1 

Ds|[24,xX|=-2x Ts|2,X|=0 

205[3,х|=-2 05|3,х|=2х 

25 [4,х|-4 х? 05[4,х]-4 

25[5,х|=16х 05[5,х|=-4 x° 

25[6,х|-16- 8x) ms|6,x|--24x 

2s[7,x]|--72 x? ms|[7,x]--40. 8x? 

25 [8,х]--224х + 16x" ms[8,x|-96 x? 
Zs[9,x]--224 4256 x! 05 [9,х]|=416х- 16 x° 
2s[10,x]-1600 x? - 32 х? 05[10,х]|=640 - 320 х? 
Zs|11,x|-4480 x - 800 x? 05 |11,х]-=--2560 x^ + 32 х? 


2s|12,x|-44880 - 8320 х? +64 xê 05[12,х|--9600 x + 964 x* 


Et finalement les polynômes du développement en fonction d'Airy sont alors définis comme suit (on 
reprend les notations de l'article ainsi que les notations d'Abramovitz-Stegun, attention un décalage 
d'indice pour les polynômes g) : 


Notation de l'article А, (х) B (x) Notation Abramovitz —Stegun f(x) g(x) 


A) /,(х)= SCD" fre. (к) 


r=0 


Sid, el 2 ( 1)" (х) = g (x)=0 
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Voici donc les 8 premiers polynômes À, dans les notation de F.W.Olver et E.T.Goodwin : 


Asc 


Asc 


Asc 


Ast 


Asc 


Ast 


Asc 


Asc 


Вѕт 


Вѕт 


Вѕт 


Вѕт 


Bst 


Вѕт 


Вѕт 


Bst 


S. t]=3 
1,‚,т]=-— 
5 
3: 975 
2,t}=— - — 
35 100 
1 17313 95716 
3, pje + 
225 3159 7000 
947: 590314 235737 27 11е 
4,т]= + + 
346500 138600 147000 20000 
116922: 791957375 2607523:* 13599 т 
PE d + 
6435000 225225000 15159375 3500000 
151439 3405497: 140638644176 35195193823:? 353879:7 81115 
6,- z + + 
218295000 4729725000 47297250000 198648450000 49000000 10000000 
111929897 = 41756567:* 20572983247 17 443724877 261712 104040477:!? 24057 ті 
Zr] * + + 
18555075000 80405325000 804053250000 2483105 625000 9432500000 700000000 
Voici donc les 8 premiers polynómes B; dans les notation de FW Olver et E. T. Goodwin : 
0,z]-0 
SE: 
1,z]= 
18 
1 177 
Жык е 
78 78 
37 с 61114 þr’ 
3, [= + 
3150 3150 1000 
79:?  110767:5 549 18 
4,7 = + 
12375 693000 28000 
1213 135607 =? 3822058 15 144583 т° 81 r= 
Se ———— - —— - — a 
1023750 45045000 28153125 4900000 1000000 
25714497 = 33647:^ 217162939117 143750963 1 4023 13ج‎ 
6,t]= + + 
1576575000 22050000 18393375000 3773000000 14000000 
43092443:? 257600 24375 39221542067 <® 37539678647 1 617 8717" 243 <7 
datis + + 
40202662500 268017750000 375 224 850000 827 701875 000 980000000 700000000 
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Pour définir les polynômes servant au développement asymptotique de n'importe quelle dérivée des 
fonctions de Bessel J et Y, selon la formule (notation de F.W.Olver et E.T.Goodwin) : 


1 3 1 s= m 1 5=00 т 
(т) з SS 3 5 (z) 2 ' 3 B. (z) 
J, |у+у?2 |= — Ai -2z» 25 mir 4 23 z Y` 25 
л у 3 5=0 3 v 3 $0 wi 
l4rg(z) < Л = 
1 3 1 s= 4m 3 1 s= pm 
(m) NN 3 f) йк m B” (z) 
Y, | v+v?z [а Bi —2*z 25 =+ B} -2° z p 
v 3 s=0 3 v 3 s=0 у 3 


TI suffit de développer la récurrence suivante obtenue par « simple > dérivation : 


are E aer 
dx 

Bea) 2876)... (s) 
dx 


Notation de l'article 


Notation Abramovitz — Stegun 


Pour ce qui est des dérivées premières, les polynômes repris par Abramovitz-Stegun sont en 
relation avec les polynômes de F.W.Olver et E.T.Goodwin comme suit : 


Notation de l'article Ах) B'(x) Notation Abramovitz — Stegun 1{(x) h(x) 
A(x)=1, (x) — B;(x)=-h,(x) 


Voici donc les 8 premiers polynômes A'; dans les notation de F.W.Olver et E.T.Goodwin 


Asz[1,0,:]-0 


1 32 
Asz[1,1,z]z-— 
5 5 
т. 13174 
Аѕт [1,2,7] = 
5 148 
59372 5437: 978 
Asz[1,3,z]- + 
3150 4500 500 
947 31727 т: 99944315 E 
Аѕт[1,4,т|= + + 
346500 173250 693000 7000 
9477 744617 = 32469120477 2492953110 81:1 
Asc[1,5,z]= + А 
346500 40995000 197 071875 24500000 500000 
1737401-? 23840734125 28862217401:? 307243061: 9747 ті 
Аѕт(1,6,т]= 4 4 
1576575000 1313812500 15765750 000 1886500000 3 14000000 
11192989 222646 т? 145556484187 zê  16851615219889:? 1107220179617} 4436547 г! 243 -18 
Ast{1,7,t)= 


18555075000 3350221875 804 053 250 000 8442559125 000 472972500000 2450000000 350000000 
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Voici donc les 8 premiers polynómes B’, dans les notation de F.W.Olver et E.T.Goodwin : 


Bsz| 


Bst| 


Вѕт 


Bst 


Вѕт 


Bsr 


Bst| 


Вѕт 


1,9,z]=-1 
4c 
1,1,r]s 
5 
57:7 91° 
de Ehe p == 
70 100 
23 2617 <3 699-5 
1,3,T]x + 
315@ 3156 3500 
1159 z 3889:^ 4663117 2711 
1,4,v]s " 
115500 4620 147000 20000 
199319272 191378357 7 2122641897 17001: 
1, 5, T|= + + 
22522500 225225000 485100000 3500000 
604523 32274623:  40495715479:9  44352030337:? 10738517!” 81 15 
1,6,r]:- + + + 
644962500 4729725000 47 297 250 000 79459 380 000 98 000 000 10000000 
371600459 т 856 313 863 z 4850595930769 <7 420633568 153 1 749 194377 7” 7047 <16 
1,757]: + + 
241215975000 160810650000 5628372750000 620776406250 37730000000 | 175000000 


C'est ainsi que l'on peut générer par une construction non moins compliquée que pour le premier 
développement les polynómes servants de base aux développement asymptotique proposé. 
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Utilisation de ces développements pour trouver les zéros de la fonction Bessel-K et de sa dérivée 


Ces deux développement ont le mérite de se rendre compte que pour pratiquement l'ensemble des 
valeurs de l'ordre t, c'est le premier terme du développement qui domine, soit : 


Autrement dit pour trouver l'expression des zéros en première approximation (et c'est même une 
bonne approximation), il suffit d'annuler la fonction d'Airy et de sa dérivée première ! C'est 
exactement sur cette base que Dunster donne l'expression approchée des zéros de la fonction 
Bessel-K d'ordre imaginaire. Il suffit d'écrire en sachant que z est nécessairement sur l'axe réel : 


2 2 
k, „ zéros de K, (r x)= ad ed =0 k'. „ zéros de К„'(тх)= БЕ) = 
On prend indifféremment les deux fonctions CO) selon que l'argument est inférieur ou supérieur à 


«9-5 nl 


, sachant que les développements sont l'exacte opposé 


= 2 
¿(x)= 3 х?-1- 6) | 
x 
l'un de l'autre. 


Pour trouver les valeurs approchés on considère que l'on développe les zéros autour d'une valeur 
dans l'espace des variables Ç proches de zéros et donc x proche de 1. Une fois trouvé la va leur en Ç 
(triviale) on revient à la valeur z par le développement inverse. C'est là que peut intervenir un 
problème tout simple : connaissant le développement de Taylor jusqu'à un ordre définie pour une 
fonction comment peut-t-on déterminer le développement de Taylor de la fonction inverse. C'est 
évidemment par l'intermédiaire soit de la formule bien connue d'inversion de Lagrange (que je n'ai 
pas testé et n'ai pas calculé) mais par l'intermédiaire d'un algorithme particulièrement astucieux et 
facile à mettre en œuvre sous Mathematica. Il est du à M.Itskov.R.Dargazany.K.Hornes dans une 
publication de 2011 « Taylor expansion of the inverse function ». 


Soit très simplement : 
Connu у= f(x) n fois dérivable en x = x, 


Supposons х= f ` (у) = g(y) également n fois dérivable en y = у, 


ge, gS dg) 
dx" |. dy" |. 
X—Xo У=Уо 
Soit P,, coefficient calculé la récurrence suivante 
| ; : ; i А SJ (1х К+ jl 
Vj-12,-- Puy Vide К>] k= j+1,j+2, Pia = j-ktj Vap, 
(k - T I (1+ 1) 

п п-1 X. 1 

Alors x, =—— SE au passage égalité bien connue х=— 


Yi ja J: A 
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Avec cet algorithme on a donc supposé un développement et l'on obtient son développement 
inverse : 


fe) Ўр ا‎ = цу)» Ze 6799. 


Appliquons ce court algorithme pour calculer le développement inverse de x en fonction de ¢, il 


vient (il suffit de changer ¢ en — Ç pour passer de l'un à l'autre, il sont de part et d'autre de la 
valeur x=1) : 


pepe Aer) 


1-5 4 3g? | g 479 ç^ 20231g? 171389 z^ 
Lb. E i 2 42042 | 
х(с)= 23 10x2? GE 126000x2? 16170000x 2? EES 
203448767 с' | 4236299281 c? = 750913741013 c° 


1 SCH 
i £  627375949200000000 
3972969000000 x 2° 180107928000000 x 2? 


да) (2—1 E 


Q | t 


g 36 E, 479517 202316 — , 1713896" 
T 1 1 у T` à SC 
scher: 2 10x2 709 126000x23 1617000023 4204200000 
du 42362992816 750913741013 c? 


1 2 
1 >  627375949200000000 
3972969000000 х 22 180107928000000 x 2? 


Il vient indifféremment des deux développements la méme estimation des zéros de la fonction K et 
de sa dérivée : 


2 2 2 
3 kon К.п 73 =j 3 
-736 ج وہ کت‎ G| کت‎ |x -r За, > krn 76 |=t За, 
T T 
2 Kn k en -2 -1 -2 
= ` za, >G ` RTE За! 5 К. FTG =. Tus 
T T 


a„ zéros tel que Ai(a, )= 0 а", zéros tel que Aï(a',)= 0 
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En appliquant l'argument dans la fonction inverse, il vient : 


a, x За a, 479 a," 20231 а„ 171389 a,° 
Ho 2 1 7007 po 2 1 42042000007 
2° 10x27 1 4 4 4 Lama а 4 679000527 4444 4 4 B 
k, А D correction nécessaire 
| 203448767 a,” А 4236299281 a, 750913741013 a,” 
ын z B 627375949200000000т° 
1 397296200040 x2 r à 418040792#000000 x 24 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 43 


correction nécessaire 


a, За, a" 479 a' ° 20231 o ` 171389 a" ° 
EE 2 1 7007 ES 2 7 42042000007 
2 10x27" 1 4 4 4 424090% 20 «p 4 M6 20000xQ à 4 4 4 4 4 4 43 
E. А = correction nécessaire 
| 203448767 а'„' " 4236299281 oi ` 750913741013 a", 
T 2 B  627375949200000000 7° 
1 372969000000 x? r à 4180407928000000x24 2 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 43 


correction nécessaire 
a, zéros tel que Ai(a,)- 0. oi, zéros tel дие Aï(a',)=0 
En réalité ce développement n'est valable qu'au 3éme terme, comme indiqué plus haut, et nécessite 
une correction à partir du 4ème, car dans ce cas il faut prendre des termes additionnels du 
développement initial pour résoudre de manière approchée l'équation transcendantale. En prenant 
pour la fonction Bessel-K le premier terme additionnel d'ordre inférieur en т et ne retenant que le 
terme т nécessaire, il vient : 


= 5 B 2 2 
K, (t z)x 2% T ` =) п-в) Zéros de Airy > АЦа,)= Аї'(а„)=0 
T? 3 


А al Ae 5 2 2 
а о ыш af rate 


SÉ тё 2 di. Ree 


T 


2 6 
Equation transcendentale > Ç = —а„т 3 + B (é yc ° 
2 


Posons т =+ °> Ç а-а, + B,(¿ mM 
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Cette approximation permet de calculer deux termes supplémentaires en développant l'expression 


Bo comme suit : | | 

AR E dem | 
48% 246 S Sich 1428 ,69x2 ә 

Sid e. as 225 $3733 


2 non nécessaire 
М1—х 


Equation transcendantale = Ç = -a,n + By(£ p? 


Solution cherchée Ç = An+Bn = An + Bn? «-a, +m B,(An + Bn?) 
3 3 3 3 
dE An Bn saa ha ph n 2n (An + Вт?) 
225 35x25 1 44223 43 


àécarter en n^ 


Or В,(Ап+ Pal 


35х23 


= nB (An + Вт?)=т?В,(Ат)= A=-a, et B=B,(-a,n)=> ¢ =—an+n'B(-a,n) 


A 
Р al: a, j 
2 


= @=-ал ` + >k, x TG ` | -a„t * +——— + 
T. T 
1 zT E 25 
a, ! 3a? а2+10 479а,5—40 ar Зат? (a, +10 (479a; -40k ° 
>k, @ T + ТУЕ = 1 700 = 1 3 =7 + F + š 2 700 | 1 
23  ]0x22 ^^ 126000x23r3 23 10х23 126000 x 23 


Dans ce petit calcul il faut commenter un peu la méthode : le terme Bo n'est pas développé au delà 
de Ç le terme en Ç ne rajoute pas de terme dans l'expression finale en puissance inverse de t. La 
solution approchée de l'équation transcendantale ne nécessite que d'injecter le premier terme en 
t?” dans Bo car le terme еп Ç du développement de B, génère un terme de puissance 
supplémentaire, donc à négliger. Le détail du calcul est donné juste avant. 
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Pour la dérivée première, le développement initial prend la forme suivante en développant 
l'expression Co : 


2 


Sé 2 
Equation transcendantale => eu. y. Ai(a', )— аба’) C(C)=0= ecc = _y GE) 


48 24 2 2 M 
d 5x23 25х23 а' т? 
1 
| | , 1 |479a' +5040x23a', 
: docs 3 a", а'„ +70 x 23 
KS + ES 700 i= 
Se Ee T E = 
23 10х23т3 126000 x 23 c? 


Sauf qu'en réalité on va voir que de tels calculs sont en fait erroné, même en affinant l'estimation de 
la solution de l'équation transcendantale sur un ordre infinitésimal donné. En effet pour pousser 
encore plus loin, il faut prendre à chaque fois le terme supplémentaire du développement en 
fonction de Airy. C'est là que l'on peut introduire une propriété intéressante et peu souvent utilisée 
des fonctions de Airy, à savoir l'expression littérale du développement limité autour des zéros des 
ces mêmes fonctions. Revenons aux développements initiaux et ne retenons que l'équation 
transcendantale approchée qui peut en découler pour la fonction Bessel-K ou sa dérivée : 
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Une propriété connue des dérivées n-ième des fonctions de Airy découle de leur équation 
différentielle du second degré et permet d'exprimer ces dérivées comme combinaison linéaire 
polynomiale de la fonction de Airy et de sa dérivée : 4" Ai(z) Ж Ai"(z) - P.(z)4i(z)* Q,(z)4r (z) 
dz" 7 É 
Les deux polynômes P et Q ont reçu plutôt récemment le nom de polynômes d'Abramochkin (voir 
2018 E.G.ABRAMOCHKIN et E.VRAZUEVA < Higher Derivatives of Airy Functions and of their 
Products ») Non que les auteur en soi les réels découvreurs, mais ceux qui en ont lancé une étude 
plus approfondie. Ces polynômes se développent suivant la récurrence suivante : 


P(z)=1 Q,(z)=0 
Ge O 


^ ` Q,.(z2)=zO,(z2)+nO, (2) 


n+1 


P(z)=1 0,(2)=0 
P(z)=0 0(2)=1 
Tableau P,(z)=z Q,(z)=0 
P(z)=1 Q()-z 


Il s'ensuit que le développement de Taylor autour d'un zéro quelconque de la fonction d'Airy a la 
forme suivante qui permet de factoriser complétement le terme dérivée premiére de la fonction 
d'Airy : 


Ai(z) 


T 
š 


mm (z - a, ) " 1=т+1 mm i(z - a, y 1=т+1 0) (z _a, yA 1 (1) (z - a, ) 
Ai (a, ) Ai (z)= > Ai (a, ) = = > Ai (a, = #2 = i (a, ) 42 


H 


à 
Sa 
1 M 
o 
& 
EN 
se? 
2% 
IL 
~ 
~ 
| 
EN 
MN 
жы 
m 
© 
Sn 


T 
š 


(п(а,)аќа,)+оа дача, Е = ai(a,)=0 


I 


n< 
= 
N 
— 
à 
T 
ò 
Zo 


T 
3 


= Aï'(a„)Y Оа, jer — Ai'(z)« Ai'(a, 3 Que) (z-a,) 


It 
1-0 
Pour un développement limité autour d'un zéro de la dérivée première de la fonction d'Airy, il 
vient : 


я)» Y aile, (E < no, aito, Qa Jar, JE < arr, )-o 


H 


1=т 


а) aile, Date, ECH al aie n 487 
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Imaginons que l'on développe l'équation transcendantale à un ordre t” donné, autour de la valeur 
du zéro a„ de la fonction d'Airy, il vient, après un changement adéquat de variable : 


йы = ; 5 
dief Dy ak). 7 2 Dy Ме) =o Posons y=-t3¢ n r 3 y — а, >a 
0= 4 B Core arf px IY A cr" =0 

elt? pl 
аб) ао а) а) = ara) oal 

к=т (E-a) s-l k-m £a] s-l 
0)= o uL ey ao er Sono Ca a o" Loo 
Posons A(C,n)= 3 (- 1) Aleh” B,(¿.n)= 3 (-1)* B, (£n 

xou "m 
() = ушы Ст) А,(&,т)+п° e A B,(¿,n)= 0 
0= oe E coros, exci exem la (m)=0 
0= Soe aaa) Pro у-у" +e а) о 
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Pour ce qui est de l'équation transcendantale de la dérivée première, il vient : 


E die) E Р 
We 1) DIE) 2 2 | 1) ao Posons у=-т3б n v y ` а', >a 
Hal DEM" (усу =0 

Ac k Е Iw k 
4-£)- ақа) sul d | = arl 4 Je ato Ë kl d ) 
E "METUS 
د0‎ fana) ) ELLE el d ) [Serce] 
Posons D(ca)- Ў (71) D,(£)n^ сіт) S Cay e (n 

elles estt 
0245 ma nomme) ос) 
0= Snack E pen Sata e се) ео 
(1) = Sr, (a1) n” (Сау Бау d C-n sn (a1) n” * (c REDE É (¿.n)= 0 
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Avec cette formulation on retrouve les équations transcendantales précédentes : 


Ordre Ç,n=m=1l EE ET 
7] 


Ordre Ст —m-3 l=1 


na k 2 3 О,(а)= Q.(a) - 0 
Eon" SECH =m + an (c +an) (Ç Se = Q,(a)=1 

T | О, а)=а О,(а)=2 
=> (1) [rana Ema) t an Et Eten) acu 


Sélection des seuls termes en С°, 


ranpa е Vale men Jan £ Б +36 зел) 


0= | к 
A(Ç.n)=1-n* A(6)=> m (C +an)A (Ç m) e n" (€ + an) 
B(£,n)- B(c)-m B (ç) => m B(C.m)em B.C) В,(С)= : 2 £ 
35х23 
Hee ane am (aae) eet Ea eoo 
2 e: 2¢ 3 Ge 3:23 né 
ó BAC ls xk a B(£)= 7 Т & 4(6)=- 
35х25 SE 35х23 SE 
Here same al ten Een enm 4)) + eh =0 
° 4 105 x 23 
Mph tanja ta +34 an e cam?) m'a | ап? QS ы 
6 1350 2 2 
70x23 105x23 
RT e E g Hd п p Mme Ste 
А S 105x23 SH 2 70х23 


(1) = а) аги Ce SC ЈА =+ UE +6? + SE -+=0 
: E ОР 3979 2 70х23 

Sur cette dernière forme d'équation algébrique оп intègre Іа forme cherchée : 

¢ = A()n+ AQ? + 48)? => 6° = AQF n° +2A(0)A(2)7? C = AD 7” 

> б]? = 4(1)т Cn = A(1)? n? Èn? — 0 ep 20 


()= ait | arfi | a + AD 73 Z + ap а 0 A(2)= аб) = 0 = (4(1)+ afa AlI} 22 A(1)+ а? 4 6)=0 


6 2 


Par évidence оп a А(1)=-а, donc une solution identique obtenue par le développement à l'ordre 1. 
Si l'on tente de développer à des ordres plus important, grâce à Mathematica, on tombe 
invariablement sur le cas trivial de départ. Donc par cette méthode on ne peut obtenir que 
l'approximation des zéros par l'inversion de la fonction Ç : 


2 
A(--a 4(2)=0 EEN 
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C'est la même conclusion pour la dérivée première : 
Ordre Ç,n=>m=1 1202 -P (a\¢ +an)D (¿,n)=0— ¢ =-an 
Ordre Ç? n? =>m=2 1=1 


k=2 k 2 
ipa (Cran) a Een) 

2 Penile) 1) n k! an(c һап) 2 Р,(а)=1 P(a)=0 P,(a)= a 

S p (et. (oni (C+anY _,2,,Ç+an) " \ю(а)=1 P,(a)= a? 

k=0 ; ? k! SES 2 


s=0 s=0 
1 266? 
рп) Del) Cem) 6) 2 298. 
5x23 25х23 
2; 2 
eech (c [m м) du Ti ci 
Sélection des seuls termes еп uy > (Ç + DE E) na (Ç luc 
2 
= (¢ +ап (Ç an) na(£ + an т - (Ç +an) Ç -an an | 57 5 0, S 76h =0 
5x23 25x23 25x23 23 
2 2 1 
2 2..2 0552352; 22 2 2.222 
د‎ arn? _ وھ یاد‎ + 2۸ } té _ د رھ _ د‎ 2 Gn EEN 
25х23 5х23 


Si ¢ = 4(1 + 4(2)? = ¢? = A'n? Ou = ¿n = 622 =0— C -a*n? =0> ¢ = ап 


La solution Ç=+an n'est pas possible car la variable С est positive et le zéro а de la dérivée 
première de la fonction d'Airy est négatif. Il ne reste donc plus que la solution ¢=-an. On peut 
calculer avec Mathematica méme à des ordres infinitésimaux plus grand que l'on tombe 
invariablement sur cette méme approximation de la solution de l'équation transcendantale. 
L'approximation des zéros de la dérivée premiére de la fonction de Bessel K d'ordre imaginaire par 
l'inversion de la fonction С : 


2 
=> ç = ~an => F an Е v.) Š 
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Utilisation du développement dans la zone de transition pour déterminer les zéros de la fonction de 


Hankel 


Là encore la position des zéros de la fonction de Hankel est déterminée par les positions des zéros 
de la fonction d'Airy ou de sa dérivée première. Dans l'hypothèse où l'ordre v est grand, alors on 
peut développer l'équation transcendantale selon les puissances négative de l'ordre v. En tirant 
partie des polynômes d'Abramochkin pour développer autour des zéros de la fonction d 'Airy, il 
vient : 


1 X 20 ee MA) „1. ш 1 м Yes g (z) 
HÜ v+v3z|=0— Ai -23e 3 z S 232 3 Aï' -23e 3 z еу =0 


1 2іл 


Posons у= 23е 3 z développons autour de у= a, 


Ai(y a.) O, (a а,) GE Sal Ai'( д> О.а, Kal 
> » So fece! pes i Wë у С) -о 


k= 5=0 SCH 
v 3 


o 
ze 


k=m k | s=% 1 +217 k=m k | s= 
=> So, (а). а.) $46, ' 12:26 a,) | = a.) £c) o 
k=0 k! s=0 3 k! s=0 3 
v v 
Au premier ordre de puissance négative de v, il vient : 
2іл 
m-1 s=1>(y-a) peh AE Lese Le()-0 
y3 y? 
3 +7 
El) (=٤ ak di aha ze EQ r) AD 
v3 vi 
(y a ) E = SEE). уа сре сла 
3 10 3 
v v 
1 _2iz 2 ат 21 2и а vi 1 2 2 
Comme z=-23e 3 y=>z*=23e 3 y =>y=a,-23e š — ys xa,-2 Зе 3 — av 3 


TE 
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Au deuxième ordre de puissance négative de v et en réalisant un changement de variable sur l'ordre 


v pour faire apparaítre un puissance positive d'une variable t, il vient : 
2 1 2іл 1 2іл 


Posons t=v 3 x=y-a,=>z=-23e 3 y=-23e 3 (х+а,) а, эа 
2іл 


а О) 


9 3 3 17 1 
fo(z)=1 ka eg 8) i57 E 


2 B ^ ` . 
Et ne retenant que les termes еп т^ maximum et grâce à Mathematica 


{т Aseo As xA +7 A, +т?А„ |+ x A, +т?А„}=0 


2іл 
Заде 3 241745 25 E E 3а?(380+ 21а?) -#7 
An = 1 Ар = 2 e? А, =1 EE ` А= l 2 ۶ 
10x 2? 70x2? 1400x 2? 
2іл 
SCH 4+а?) -# 1242 2 124$ 2E 
à, =É 1 4, = 24 ta), 3 = А4, = de? = — 
2x23 40x 23 50x 2? 50х23 


Forme recherchée х= A(1)r + A(2)r? => système d'équations algébriques par élimination des termes v^* 
{т Ay side br LA(Dr AQ)? HA, +t 4, +724, }+ ID AQ)? F {т +т24,) 

= {т Ay +т?А„ |+ Ue AQ)? HA, +7 А}=0 

=> fr Ay +T? As Hr D) + тА(1) A, + А(2)тА„}= 0 

=> Ay + А(1)А +24 + тА(1) А, +zA(2)A, = 0 


_2іл 


10424503 d) ses š 
10x 23 


2іл З 3 
Ay + A(1) A, + A(2)4, =0 => А(2)=—-А„+ Ay 4, =e ° 12а 2 2+114 


2 
50x2? 70х23 


ka EK NEE 
е HEE 


= А(2)= ; — 
350х 23 350 x 23 


21 2 2i 1 3 4 
E ып чы. 
3ع‎ 23 — ——y 


1 
= y-a,txea,—2?e š 
10 700 
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Aux ordres supérieurs formalisons l'équation transcendantale avec les nouvelles variables pour 
lesquelles on développe autour de la valeur zéro : 


1 2іл 2, 25 


Développement à l'ordre m ауес а, a x= у-а, z=—2 je 3 (x+a) т=ү љу 3 =т' 


=> D О, EUR ба) + 23 2 > О, Ө Ут", (х, 2) =0 


Restreints aux ordres donnés, il vient l'annulation formelle d'un polynóme à deux variables en x et 
т (en général les ordres d'approximations sont les mémes). Puis on suppose que la variable est ип 
polynóme en та l'ordre donné dont les inconnus sont les coefficients. On injecte cette forme dans 
l'équation transcendantale en éliminant les termes d'ordre t supérieurs à un ordre donné. Chaque 
terme du polynôme obtenu est alors annulé, ce qui conduit à un système d'équations algébriques 
sur les inconnus (système polynomial sur les coefficients inconnus) qui peut par exemple se 
résoudre facilement avec Mathematica. Le choix de l'ordre du développement est guidé par la 
stabilité obtenue des solutions du système d'équation algébriques. En général seuls les coefficients 
d'ordre les plus élevés se modifient au fur et à mesure que l'ordre d'approximation augmente. Dès 
que la valeur devient stable, c'est la bonne valeur à retenir. 


Comme on ne dispose que d'un nombre limité de valeurs des fonctions f et g, on ne peut développer 
que jusqu'à un certain ordre (en l'occurrence à l'ordre 4 avec les données d'Abramovitz et Stegun ) 
en т: 


х= Allj + A(2)? + A(3)r + A(4)r^ т=у 


SIND 


2іл 
ЕТЕ л 3 л 1 3 
Ий" е : A(2)= e a E 3 P 
10x23 350x 23 
$e _2іл _1 2 3 
(з) 2479 40) Aa e 234 (202314 + 55100) 
126000 16170000 
Jp om E E E 3 16 2а 2 з Е 
ЕРИ CER M a e $ a(479a*-40) 5, 2 a? 2023122 +55100), 
10 700 126000 16170000 
1 1 2іл 1 1 2іл 
Comme  zéros k,=v+viz et z=—2 е 3y аа, > К, =у-у32 e 3 y 
lodo 2 dim Á 1 зи 3540) $ 
av?23e 3 -23e 3 2 av 3 _2 و‎ 3e 3 44794 - 40) 40), 3 + 
10 700 126000 
EE a°(20231a° + 55100) ` 
+2 3e 3 y 3 
16170000 
1 2i 1 2. 24 1 3 Z 1 21 3 5 
9 CAE => SAUT 23 3 CN ceps He = = 
v—2 e 3 ау? +2 ie? Sad з рол 0 v'=23e 3 a, (479a, 40), 3 
= 10 700 126000 
I 2 зе a 202314, +55100) -< 
_2 32 3 9. 202314, + ТА 
16170000 


Le résultat trouvé confirme ceux de l'article de 2008 de E.M.Fereira et J.Sesma : < Zeros of the 
Macdonald function of complex order ». Par contre le développement asymptotique choisi exclu de 
pouvoir estimer justement les zéros de la fonction Bessel-K lorsque l'ordre est purement 
imaginaires. 


8 


3 
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Poussé à l'ordre 6 le calcul donne : 


х= Allj + A(2)r? + A(3)r * + 4(4)г* + 4(5)r + A(6)r * 


2іл 
ZI A 2ir 1 3 3 
4ü)--3«9 ^. до) 23 HC quy. a(479a? — 40) 
m. 700 126000 
4(4)- E. а? (202314? + 55100) At E ( 4990920 + 30458004? + 171389а°) 
16170000 2102100000 
49- a( - 2530188760 + 3463484504? + 203448767a°) 
3972969000000 
1 2іл 


= К„=у-2°9е 3 


AC + Ay + ао)? + A(3 ` $ Au? + A6) ° + ae" 


4 


1 icc 1 2іл 600 1 2ix 
ar la-a) LE) озу 
v 2 5 
3 | 


Pour la dérivée première c'est exactement le même processus de construction et ici а représente le 
zéro de la dérivée première de la fonction d'Airy Ai. 


E 
PEN 
< 
+ 
< 
Q| سا‎ 
N 
М6 
Il 
= 
= 
: 
© 
U| سا‎ 
E 
ШЕ 
N 
м2 
i 
uw 
— 
N 
М. 


1 2ix 1 2іл 5=00 
е SC -23e 3 al = h. (z) 
s=0 y 3 s=0 vi 
1 im 1 As o ш 
a zéro de Ai'(y) х=у-а 2=—2 še 3 y=-2 e 3 (x+a) т=у 3 у 3 =t" 
k=m Ei k k=m = k 
ду)» аа) А (а) ау) яа) P. (a) 0 
k=0 * k=0 


о 102) 9 (а) h, (2) >h, (x. a) 
BEE 


Cela conduit à l'approximation suivante des zéros de la dérivée première de la fonction de Hankel : 


x- Ak e AOE + ГУУ Г с 75 


_2іл 


2іл 2 2ir 2 4. 3 6 RW SCH 3 6 9 
PUR 243a - AQ)--e? 23 7-28a d (3)- 252 —168a 000 + 479а 
4 350 x a 126000 x a 
10хах 23 
_2іл E à, SC 3 6 _ 9 12 
A(4)=e 3 23 24255 — 22638a° + 70210 a 212802 + 60693a 
48510000 x a 
A(5)= E 33 —1471470— 1765764a? + 5622344a* —10246600a? — 37117550 a" + 856945 а? 
10510500000 x a? 
417161745 + 611837226 a° — 1725420879 a° —1286833002a? + 
46) + 7770296275 a? + 9046186940 a? + 1017243835 ol 
19864845000000 x a"! 
1 1 2ir 
Et k'„xmv-v?32 ? 


e 
1 E E K E 
—k',xv-2?e ? v3 a+ Ak °+ 4(2} ? + AG} °+ 4(4 ° + A 


"ë (a+ Ae + AQ)? + AG) aet ay + 46°) 
RP | sae) 
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Zéros en argument de la dérivée première de la fonction de Bessel K d'ordre purement 
imaginaire 


Premier cas : l'ordre est purement imaginaire 
La fonction K-Bessel possède le développement en série valable partout sur le plan complexe 


KG)» Ls JE sir zor 5)-0..) EN 


Sinh(t7.)) F nele) (e +т?) 2 


тл 2 l=+0 СВЕ „ү du зн r Los) d DU 
= К„'(2)= ) T +2 


Sine) «| Z nere) ee) re 


Zéros lorsque z <<1 : en première approximation 


St ER = d =0=т SEHR = 2 nz +D. o 


T 
CUBE OS 


d +“ na 
=> Log(z)= = + Log(2)= z > x„ = BECK 2 | 


Arg(z)=0 zeR 
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Zéros lorsque z <<1: en deuxième approximation : prenons les deux premiers termes du 
développement : 


у=їт ®,,= Arg(T(1+/+ir))= Lil EE 


T(1-1- ic) 
I T(2+iz)) 1 (1 ic) (I+ ic) | 
SE 2 Raas 2i E жашпы) 


Cos| т Log а - D o Cos| t Log 2 SE sss „ Sin t Log Z —®,, 
2 | 2 m ‚2 2 ê 


F = fuel | je 


T 


=0 


Cos| т Log -Ф., „ Sin| т Log S =D 
2 2° 2 | 2 2 i 
= Cos| t Log 5 -Po |+ + 


4 1+7 2 т\ї+т?) 


Co 195) снб) зні: “е )+ 


E Co Gel 2) Соз(Ф ET eeh Log 


4 


=0 


+ 


A St Log rn. D E Log 
2 


2 


+ 
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Continuons le calcul : 


2 
Co vod) tos A E Cos D. aem Sin( o. н 
2 
26 alle A т D. TUE — í Соѕ(Ф A 


=0 


= Тап Los 


ER 
j Cos(®,, 
)- 


= Tan Los: ) 1+2 2? т Cos(o, )—25їп(Ф. |) т Sin(, |)+ 2Сов(Ф 
Sin(® a) 1+7 Соѕ(Ф, o) Sin(o. ,) 
Соѕ(Ф, ,) 2 зо, —®, SE у ell 
= Tanl Gel Z Sin(®, ,) I TEE KEE 
SE Lo É )- Cos(®, ek 2 ^E L —®, Oe Pi SC 
n Sino, o) 4r (1+7? )Sin2 (o, ,) 


2 2 
An X, + = xJ- ArcTan( X, J+ E X, X _ Соз(Ф.) 
2 


4r J 2? mmu ° Sin(,, 
Z л 1 2 X, 2 1 
eto o S cnn ет ) | —1-X, = — 
2.) 2 X,) 4r lcs) (=X) ° Sin (o, ,) 


_ t Sin(D, -®,,)+2Cos(®,, =D, ,) x SE е 
Sin O.) "F t Sin(d.,-D,,)+2Cos(D,, -®.,) 


0 


2 {r grad, -Ф, ,)+2Cos(D. , - , ,)] 


PP CRUE ) 


z) Z 
>T Log| = |=——пл+Ф + 
45) 2 » 


D,,-®,,= ArcTan(r)= Sin(ArcTan(r)) = Cos(ArcTan(r )) = : 
| 1+7 1+7 
2 
— c Sin(b,, - O A -£— 2 
| | | | 1+7° 
2 D otz onr 2 2 
DI + nz +É — Gel |+ - 2 > — 
2 2 4c 1+ 2 T 4 1+т 
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Zéros en argument de la fonction de Bessel K d'ordre imaginaire quelconque 


La fonction K-Bessel possède le développement en série valable partout sur le plan complexe 


K, (z)= 00 ÈS al Bl йола gr 


Avec (1 hel v)7=-1-v)---(1=v) (I-v) =1 (1-v) =1=(1-v) ` 
Et (Levy = ЕУ (ауа) ы) (ukap p Жай 


Trouver les zéros c'est par exemple résoudre l'équation transcendantale suivante : 
MA EE И! ү (zy qo de 1 zY 
B r(1-v) > DÜ ul B B T(1+v) > INI v), B 
I=+œ 1 z 21 
GJ r(1+v) > I1—v), B 

РЕЧ - 

r(l-v) 1 Bl 

2; I1 v), (2 


Zéros de la fonction Bessel-K lorsque |z| <<1 : en deuxième approximation 


En deuxiéme approximation en ne retenant à chaque fois que les deux premiers termes de la série : 
2 


y 


(3) тте) 


мов) = Aie Log Т) e toef 1+ toy) = 2n ï+ У) EE 
) | 


р 


у г(1+и) s 
—UZH i rd Blat z? 
v 


Z r(1-v) 2? Z 2 4(1=v2) 
= Lee) 2v fav) 2" 
(v) -2nzi 
A 2v ду 2v 
7 Си | < PE SERVE] 


On retrouve le résultat de Dunster en prenant un ordre purement imaginaire : 
1 Г(1+4 
v=ir Ф, (= zi ( 2) = Arg(1+ir) 


2i r(1-ic) 
1 Г(ї+їт) 
Lion Eis nrt (FJ nn—9, o 
2i (гі) кыы а РЕ пл-Ф‹ o PA z 
EE e e = е 
—z EX = De : 1+ 


и (1+7) a 2 Wes 1+7 
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Zéros en argument de la dérivée première de la fonction de Bessel К d'ordre imaginaire 
quelconque 


La fonction K-Bessel possède le développement en série valable partout sur le plan complexe 


л 1 юе 1 (27 1 & 1 (zY 

K = 

©) n D) B r(1+v) Eesen B 

л 1 ¥ 2/-у (гү m 1 = 201+ эша 

K,'(z)- 
266) Salt Nv) B r(1+v) kees B 
Trouver les zéros c'est par exemple résoudre l'équation transcendantale suivante : 

1 > 21-у (z) - 1 s 21 +v eu 
I(1-v) £z n(1-v), \ 2 T(1-v) Zait ev) (2 


= [cy ER 
NEN EI 2) - ку an (E) EE (1v), \2 
r( ) (2 


1+v) { d'(1+v 2 


Zéros de la dérivée première de la a fonction Bessel-K lorsque |z| ««1: en deuxième 
approximation en ne retenant à chaque fois que les deux premiers termes de la série : 
2 Go Ze-v) j _ z'(2-v) 
BE 4(1-v) Г(+и)  4v(1=v) | r(-v) р < (32.224) E 
2) ESQ) | z(2-v) Г-у), Z(2+v) rü-v) 4wl1-v 1+v)))7 
y) <<” +< 3 —< 
4(1+v) 4v(1+v) 


T(1+v) 2 r(1+v)(. z(a-v 
x 2 1 2 1 N 1 
H ai) E rü-v) 2v(1=v? 
2 2 2 2 
> 2L0 5 Juin anis Log r(1+v) + Log|1 2 (2-v аіл –2илі+ Log T(Lev) 2 (2-v 
2 r(-v) 2v(1-v? r(-v)) 2v(1=v? 
іл-2плі+ zi Ze =) А (2 2) леев HE) 2?(2-v2) 
=> Log 2 БЫ =k Z =V = 2 xe 2v 4v?(1-=v2) 
2 2v 4v?(1=v?) 2 
iz—2nzistog[ ТО) 2л ТО) 2а ТО) (о v?) 


T(1-v) 2(5. 2 r(1-v) T(1-v) 
=> z x 2e Kä (2 (2 E dÉ dd lez © 
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On retrouve le résultat du cas purement imaginaire : 


iz-2nri+Log| КО?) T(l+v) 
m iE) E E = ra) 2 и) 
v (U-v 
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v=ir Ф, (= : rel H = Arg(1+iz) 


Zeie ED) 
2 2i 


1 r(i 1 ) Ф 4 пл Ф af пл 
m 1 +їт 2 R 2 раче 
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Tableaux synoptiques des méthodes de résolution et de construction des solutions pour une 
géométrie paraboloidale de révolution 


Dans ce qui suit je tente de dresser tous les types de problémes aux limites rencontrés dans ce 
document en terme de type de conditions aux limites, de configuration géométrique sur les 
domaines de valeurs et de méthodes de construction employée. Cela permet de visualiser la grande 
richesse de problémes rencontrées en général pour l'équation de Laplace notamment. 


Type de condition aux limites 


Domaine de variable ц 


Domaine de variable v 


Domaine de variable ф 


Type de construction des solutions du problème aux limites 


Dirichlet ou Neumann [0,uo] homogène [O,vo] inhomogène [0,27] Série de valeurs propres discrètes 

Dirichlet ou Neumann [0, Lo] inhomogène [O,vo] homogène [0,27] Série de valeurs propres discrètes 

Dirichlet ou Neumann [0, Lo] inhomogène [0, vol inhomogène [0,27] Série de valeurs propres discrètes 

Dirichlet ou Neumann [иш] homogène [vi V2] inhomogëne [0,27] Série de valeurs propres discrètes 

Dirichlet ou Neumann [иш] inhomogène [v,v;] homogène [0,27] Série de valeurs propres discrètes 

Dirichlet ou Neumann Ju: us inhomogène [v,v2] inhomogëne [0,27] Série de valeurs propres discrètes 

Dirichlet ou Neumann [0,0] homogène [va v2] inhomogëne [0,27] Série de valeurs propres discrètes 

Dirichlet ou Neumann [0, Lo] inhomogéne [v,v;] homogène [0,27] Série de valeurs propres discrètes 

Dirichlet ou Neumann [0, Lo] inhomogène [vx V2] inhomogéne [0,27] Série de valeurs propres discrètes 

Dirichlet ou Neumann [Hau] homogène [0,vo] inhomogène [0,27] Série de valeurs propres discrètes 

Dirichlet ou Neumann [1,12] inhomogëne [O,vo] homogène [0,27] Série de valeurs propres discrètes 

Dirichlet ou Neumann [иш] inhomogëne [0,v.] inhomogëne [0,27] Série de valeurs propres discrètes 

Dirichlet [Ho +] homogène [va +œ] inhomogëne [0,27] Série de valeurs propres discrètes 

Dirichlet [Ho +ee] inhomogëne [va * 9] homogène [0,27] Série de valeurs propres discrètes 

Dirichlet [Ho +20] inhomogëne [va +œ] inhomogëne [0,27] Série de valeurs propres discrètes 

Dirichlet ou Neumann [Ho +ee] inhomogène [0,vo] homogène [0,27] Série de valeurs propres discrètes 

Dirichlet ou Neumann [0,0] homogène [va * 9] inhomogëne [0,27] Série de valeurs propres discrètes 

Dirichlet ou Neumann [Ho +22] inhomogène [v,v;] homogène [0,27] Série de valeurs propres discrètes 

Dirichlet ou Neumann [Huu] homogène [va +œ] inhomogène [0,27] Série de valeurs propres discrètes 

Dirichlet [0, Lo] inhomogéne [0,+ce] [0,27] Transformée de Hankel 

Dirichlet [О,+о°] [O,vo] inhomogëne [0,27] Transformée de Hankel 

Dirichlet [Ho +ee] inhomogène [0,+œ] [0,27] Transformée de Hankel 

Dirichlet [О,+о°] [va * 9] inhomogëne [0,27] Transformée de Hankel 

Dirichlet ou Neumann [Ho +ee] inhomogéne [va +ee] homogène [0,27] Transformée de Weber-Orr, Dirichlet ou Neumann 
Dirichlet ou Neumann [uo,* 9] homogène [va * 9] inhomogéne [0,27] Transformée de Weber-Orr, Dirichlet ou Neumann 
Dirichlet ou Neumann [Ho +] homogène [0, vol inhomogène [0,27] Transformée de Weber-Orr, Dirichlet ou Neumann 
Dirichlet ou Neumann [0, Lo] inhomogène [va +ee] homogène [0,27] Transformée de Weber-Orr, Dirichlet ou Neumann 
Dirichlet ou Neumann [О,+о°] [v,v;] inhomogëne [0,27] Transformée de Hankel 

Dirichlet ou Neumann [1,12] inhomogëne [0,+œ] [0,27] Transformée de Hankel 

Dirichlet ou Neumann [Ho +] homogène [v,v;] inhomogëne [0,27] Transformée de Weber-Orr, Dirichlet ou Neumann 


Dirichlet ou Neumann 


Ju: us inhomogène 


[va +ee] homogène 


[0,27] 


Transformée de Weber-Orr, Dirichlet ou Neumann 


Type de condition aux limites 


Domaine de variable ц 


Domaine de variable v 


Domaine de variable o 


Type de construction des solutions du 
problème aux limites 


Dirichlet ou Neumann [0, Lo] inhomogène ou homogène [0, vol inhomogëne ou homogène [0,Фо] homogène Série de valeurs propres discrètes 
Dirichlet ou Neumann [0, Lo] inhomogëne ou homogène [v,v;] inhomogëne ou homogène [0,«*o] homogène Série de valeurs propres discrètes 
Dirichlet ou Neumann [ии] inhomogëne ou homogène [0, vol inhomogëne ou homogène [0,«o] homogène Série de valeurs propres discrètes 
Dirichlet ou Neumann [0,10] homogène [0, vol homogène [0,«o] inhomogéne Pas de solution trouvée 
Dirichlet ou Neumann Гиш] homogène [0, vol homogène [0,«o] inhomogéne Pas de solution trouvée 
Dirichlet ou Neumann [0,uo] homogène [v,v;] homogène [0,«o] inhomogéne Pas de solution trouvée 


Dirichlet ou Neumann 


[usu] inhomogéne ou homogène 


[v, v2] inhomogéne ou homogène 


[0,«o] inhomogéne ou homogène 


Série de valeurs propres discrétes 


Dirichlet ou Neumann [0,+œ] [0,vo] inhomogëne [0,p0] homogène Série discrète (valeurs propres 
azimutales) de transformées de Hankel 
Dirichlet ou Neumann [0,+œ] [Va * 9] inhomogëne [0,0] homogène Série discrète (valeurs propres 
azimutales) de transformées de Hankel 
Dirichlet ou Neumann [О,+оо] [v,,v;] inhomogëne [0,Фо] homogène Série discrète (valeurs propres 
azimutales) de transformées de Hankel 
Dirichlet ou Neumann [O,uo] inhomogëne [0,+œ] [O,@o] homogène Série discrète (valeurs propres 
azimutales) de transformées de Hankel 
Dirichlet ou Neumann [lo +ee] inhomogëne [0,+œ] JO homogène Série discrète (valeurs propres 
azimutales) de transformées de Hankel 
Dirichlet ou Neumann [иш] inhomogëne [0,+œ] [0,Фо] homogène Série discrète (valeurs propres 
azimutales) de transformées de Hankel 
Dirichlet ou Neumann [u+] inhomogëne [0 ,vo] homogène [0,p0] homogène Série de valeurs propres discrètes 
Dirichlet ou Neumann [Ho +20] inhomogëne [v, v2] homogène [O,@o] homogène Série de valeurs propres discrètes 
Dirichlet ou Neumann [0 ш] homogène [Vo +] inhomogëne [0,Фо] homogène Série de valeurs propres discrètes 
Dirichlet ou Neumann [иш] homogène [Vo +] inhomogëne [0,p0] homogène Série de valeurs propres discrètes 
Dirichlet ou Neumann [u +ee] homogène [0 ,vo] inhomogéne [0,p0] homogène Série discréte (valeurs propres 
azimutales) de transformées de Weber- 
orr Dirichlet ou Neumann 
Dirichlet ou Neumann [Uo +°] homogène [v, v2] inhomogëne [0,p0] homogène Série discrète (valeurs propres 


azimutales) de transformées de Weber- 
orr Dirichlet ou Neumann 


